序 


mW 


这 本 小 册子 是 以 我 们 二 人 各 自在 剑桥 和 其 它 地 方 的 讲稿 为 基 
础 的 ， 关 于 这 个 题目 已 经 有 很 多 书 ; 但 是 我 们 想 , 用 现代 的 精神 来 
写 一 本 还 是 有 它 应 有 的 地 位 的 ， 一 本 足够 简明 可 以 作为 这 个 从 书 
之 一 同时 也 足够 完整 可 以 作为 齐 革 蒙 特 (Zygmund) 的 标准 著作 
的 入 门 书 . 

我 们 不 是 为 物理 学 工作 者 写 的 , 也 不 是 为 初学 的 人 写 的 , 而 是 
为 了 那些 对 于 这 个 理论 原先 已 有 兴趣 且 具 有 一 定 基 础 的 数学 工作 
者 写 的 ， 行 细 地 说 来 ,我 们 假定 读者 已 经 缉 琶 闲 态 格 积 分 的 原理 ; 
不 熟悉 勒 贝 格 积分 面 想 准确 地 理解 富 果 埃 级 数 的 理论 是 不 可 能 
的 ; 经 验证 明 , 熟悉 勒 贝 格 积分 是 大 学 生 力 所 能 及 的 .这 里 所 需要 
的 实际 知识 很 容易 从 樟 其 玛 许 (Titehmarsp) 的 “函数 论 ”(Theory 
0f Fonotiong) 的 第 下 ~ 站 I 章 中 获得 .至 于 三 角 级 数 的 理论 ， 
“正式 地 说 来 ,本 书 是 自身 完整 的 , 位 是 我 们 也 非 正式 地 承认 读者 
必 已 县 有 关于 三 角 级 数 的 某 些 知识 (如 梯 其 玛 许 书 中 第 XUI 章 中 
的 内 容 ). 

自然 , 我 们 不 得 不 略 去 许多 我 们 原 想 列 入 的 内 容 . 具体 地 说 ， 
我 们 没有 篇 幅 去 提 到 例如 杨 (Young) 和 豪 斯 道夫 《Hausqdor 提 ) 的 
不 等 式 , 有 关 共 殊 级 数 的 MM. 歼 斯 (CRiesz) 定理, 有 关 一 般 阶 的 丈 查 
罗 (Cesiro) 求 和 法 的 定理 , 也 没有 提 到 可 求 和 级 数 的 堆 一 性 定理 . 
关于 特殊 级 数 ,除了 为 说 明 一 般 理论 的 少数 几 个 外 ,我 们 没有 给 出 
其 它 结 果 . 

书 来 的 举 录 是 不 系统 的 ; 我 们 只 引入 了 那些 能 简单 叙述 而 且 
我 们 认为 用 用 的 一 些 参 考 文献 和 评注 . 须 特别 提出 的 是 , 对 这 个 
题目 的 历史 我 们 没有 企图 去 作 通 当 欧 氢 述 ; 欧 拉 (Euler) ， 富 里 挨 


i 序 育 
(Fourier) 本 人 , 波 阿 松 (Poisson) 和 犹 里 克 莱 (Dirichlel) 很 少 提 
到 ,在 这 样 一 本 书 里 要 对 历史 作 适 当 的 叙述 是 不 可 能 的 ， 
我 们 必须 感谢 只 M. 埃 转 绽 兹 (Bdmonds}, .HH. J 福 克 
斯 (Fachy) 博士 ， 态 . J 马 亭 脱 里 (Maeintyre) 博士 和 A. 如. 奥 福 
特 (Oiford) 博士 , 感 凯 他们 对 校 样 的 帮助 和 很 多 有 价值 的 批评 ， 
各 . 理 . 险 代 (Hardy) 


全 . 研 . 党 龙 辛 斯 基 《Rogosinski7 
1948, 9 月 ， 


译 - 老 注 : 原 书 中 的 第 过 版 和 第 三 版 的 序言 以 及 前 注 部 分 的 即 泽 从 陪 ， 
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1 通 论 


1.1i 三 角 级 数 级 数 
dd.1.1) 到 如 oO) 4.(0) 
称 为 三 角 级 数 , 其 中 
(1.1.2) .40 人 的 一 go A ac0gng tb sinng 人 站， 
我 们 记 下 级 数 为 正人) 或 简 记 为 下， 
于 {四 的 % 阶 部 分 和 是 


G1.3) 8.(9) -可 dh(O) 十 六 49). 


系数 本 (ns 由 及 加 名 关切 是 给 定 的 。 对 于 其 它 整 数 w， 我 们 定义 
fy b, 如 下 ; 


(td > =0 5 = n> 人 0)， 
允 定 光 所 六 

(1.1.5) eh 

那 末 

{1.1.0 Th = On 一 让 on 一 人。 


反 过 来 , 假如 先 给 定 e， 那 末 可 由 《1.1.6) 来 定义 er 和 如， 于 是 


(1.1.7) 8,(0) =00 + {em to_m) cog m0 + Eom— 0_m) Hin md} 
1 


-> Cm 
因而 我 们 也 可 以 将 了 (外 定义 为 
(1.1.8) B00) -Doe™, 


2 I、 通 论 


我 们 称 侍 .1. 了 全 为 实 的 三 角 级 数 而 (1.1.7 为 复 的 三 负 级 数 . 
这 是 根据 出 现 于 级 数 中 的 是 三 角 函 数 还 是 指数 范 数 而 定 的 .在 
位 . 工 .2 中 的 系数 办 和 本 可 以 是 复数 ， 但 是 为 了 研究 方便 起 见 ， 
不 妨 假 定 痢 是 实数 ,因为 我 们 可 以 把 人 (办 的 实 部 和 虚 部 分 开 来 部 
以 研究 。 值 得 注意 的 是 ， 级 数 (1.1. 了 入 .1. 介 只 是 形式 上 如 以 
定义 , 并 不 腾 舍 着 对 于 一 切 8 或 任何 8 的 收 合 性 ,但 (二 .1. 岛 永 该 
看 作 是 入 .1.7) 的 极限 形式 , 就 是 说 ,由 全 .1.7) 向 正 负 两 个 方向 
“相等 地 延伸 ”而 成 的 级 数 . 
在 最 简单 的 情形 下 ， 级 数 有 和 一 数 了 (办 ， 面 上 且 系 数 可 以 由 
了 (9) 简 划 地 夫 太 出 来 。 例如 , 假设 级 数 是 一 致 收敛 的 , 那 来 增 以 
cos m0 和 simog， 或 者 在 复 的 情形 下 冬 以 。-"™, 然后 在 (一 ww, m) 
上 和 分 项 积分 , 利用 热 知 的 公式 
. 0mm), 
全 cog mg eesn0a0 | alms) ， 
2r (m=—n= 人 0), 
0(m¥m), 
| sin mH gin wa0-| Tm=nz0), 
0m=%=0), 
| 003 9 ein ng dd =0, 


(1.9) 


f ae 二 | 00m 和 0)， 
-= 2 一 外 ) ， 


下 用 % 代替 m%， 即 得 


1fs lr . 
a fF (0) eos ng d9, b=), f (Osinng a0, 


(1.1.10) 
Ce 7)eab， 


当 疗 是 实 函 数 时 ，a4 和 六 是 实数 ，c, 和 6， 是 共 元 的 ， 当 子 


时 


1.2 三 角 级 数 与 调和 阔 数 3 
(1.1.11) co- Ff (0)c08ng d0. 
当 子 为 奇 函 数 时 ， tn 一 0 而 bs 了 可燃 们 地 推 得 . 


1.2 三角 级 数 与 调和 函数 在 一 开始 就 指出 三 角 级 数理 
论 与 润 和 函数 及 解析 冰 数 一 般 理 论 之 间 的 形式 上 联系 是 有 益 的 ， 
从 菜 种 意义 来 说 , 前 省 是 后 者 的 一 部 分 。 以 后 认定 sz 十 动 一 es 
是 一 复 变数 而 3 一 2 一动 一 re 为 其 共 辑 数 ， 为 明 殉 起 兄 , 我 们 假 
定 ws 和 如 为 实数 (从而 cs。 和 0- 为 共 拖 ) 。 我 们 并 且 候 定 m 和 
b 为 有 界 (以 后 所 迁 到 的 往往 是 这 种 情形 ) ， 于 是 下 述 关于 的 等 
级 数 对 ?< 收敛 ,又 对 固定 的 r， 关于 9 一 致 收 全 

设 


(1.2.1) vir, 3 TD Cnr 
一 把 1 1 


则 为 一 调和 函数 , 亦 即 方程 


Om Fw a oa 
(1.2.92) Br 0 ( 去 ) 2 十 -5 一 人 
中 任何 一 个 的 解 ， 它 对 *<1 是 正 划 的 实 消 数 . 我 们 也 可 写成 
(1.2.9) ur， 的 -也 ot 光 A Ore, 
而 了 (从 就 是 在 芯 的 任 一 表达 式 中 用 = 工 伐 入 的 娃 果 ， 现 在 
(41.2 ur OD = {PD) + FE)}, 
其 中 
(1.9.8) PO) ot 2 Bow. 
于 是 艺 是 握 ( 芍 的 实 部 ， 假 如 写 着 
(1 .2.68} BD) = Pb, Co nd — on sin ng, 
则 


{1.2.7) Fu(r, 0)—iv(r, 0), 


4 T 通 论 

其 中 

(1.2.8) vr, 0) =—SB(0)r. 

我 们 称 4 和 + 是 共 轿 的 调和 函数 ， 而 在 (1.2.8) 中 用 7+ 一 1 代入 所 
得 的 级 数 

(1.3.9) Y(O) 一 习 B,C0) 

称 为 下 (9) 的 共 索 级 数 . 


为 方便 超 见 ， 我 们 在 这 里 证 明 两 个 在 第 三 章 顺 用 的 公式 ， 设 Co 一 co Ow 
— 20n,(n> 0 , 于 是 A 一 卫 人 an 且 他 < 工 则 
1 区 


上 加 一 af8 I i I i 用 要 一 
Dr 人 iv)e "ea = 0" ne0), BF a ie™™ dd=0 (n>0), 


因此 (结合 第 一 式 和 第 二 式 的 共 赤 形 式 ) 得 到 : 对 ”>0， 
(1.2.10) | ,a0=RCC,), i we" ab~ 志 | ve dO Oar™, 


实际 上 , 这 里 的 Co 为 实数 ， 


1.8 Yourier 三 角 级 数 公式 二 .1.10) 的 证 明 依 赖 于 
T(0) 一 臻 收 伍 的 假设 .这 个 假设 很 强 , 非 经 特殊 选择 的 三 角 级 数 
未 必 满 足 ， 这 些 公式 本 身 担 示 我 们 应 从 完全 不 同 的 观点 出 发 来 研 
究 级 数 . 

我 们 从 区 间 ( 一 w, ww) 上 的 (Lebesgue 意义 下 ) 可 积 ( 实 的 或 复 
的 ) 函数 了 (办 出 发 。 为 方便 起 见 ,我们 对 一 切实 数 8, 定义 了 ( 引 ) 
为 一 周期 等 于 2 的 函数 ,于 是 只要 了 (办 对 8 的 一 个 值 有 定义 ,就 
有 了 8 二 22) 一 了 四， 特别 f(t) = 了 (一 2m)， 

现在 我 们 几 民 .1.10) 来 定义 oo 5 和 en， 而 称 6, 了, 为 了 (站 
的 “ 实 的 ”Fourier 常数 , 6 为 “ 复 的 "Fourier 常数 , 而 人 11 了 或 
(1.1.8) 为 1(0) 的 Fourier 级 数 ， 我 们 用 了 ~ (6,, 5 或 


(1.3.D f 0) ~ ot So, cogn0 + busin nd) 
1 


IT.3 Fonrier 三 角 雏 数 5 


来 表示 on，5; 为 了 的 Fourier 常数 ，(1.1.1) 为 其 了 ourier 级 数 ， 
类 位 地 写 着 六 (ew) 或 者 了 (6) ~ 了 ce 而 称 (I.1. 办 为 1 的 的 
“ 实 的 ”Fourier 级 数 , 己 .1.8) 为 “ 复 的 ”Fourier 级 数 ， 有 时 也 将 
了 的 Fourier 级 数 写 成 了 (用 ,而 将 其 共 轿 级 数 写 成 全 CF). 

因为 伺 .1.10) 中 的 所 有 函数 都 是 周期 函数 ， 我 们 可 以 将 积分 
区 间 改 为 任意 的 (,& 二 2m)。 特别 , 时 常宁 可 用 (0, 2w) 来 代 竺 
《一 mm) 作为 基本 区 间 . 

当 一 个 三 角 级 数 的 系数 a,, 到 或 o 可 以 用 公式 和 ,1,10) 表 
示 时 ,也 就 是 说 , 当 某 一 组 积分 方程 有 解 时 , 这 个 三 角 级 数 才 称 为 
Fourier 级 数 . 容易 明白 ,上 面 的 儿 述 是 依赖 于 所 采用 移 积 分 定义 
的 .我 们 这 里 所 采用 的 是 Lepesgue 积分 ,积分 定义 的 任何 限制 或 
扩张 都 将 导致 Fourier 级 数 类 的 相应 改变 ， 


例如 将 看 到 ;级 数 
(C1.3.2) 生 +o0sO+o0829+…， 
: Bin29 ， sin3 扫  ， . 


就 不 是 在 我 们 意义 下 的 Fourier 级 数 ， 们 上述 级 数 的 系数 ， 只 要 对 积分 概念 
必 适 当 的 推广 ， 就 能 用 Fourier 公式 来 表示 ， 《1.3.2) 的 系数 能 用 Stieltjcs 
积分 表示 成 

1 Im 20S 

Bs 0), 
其 中 由 0) 对 9<0, 6 一 0, 8>0 分 别 为 - 瑟 , 0, 本。 级 数 (IT.3.37 的 系数 可 
用 (I.1.10) 的 形式 来 于 示 ,但 这 里 (9) 为 级 数 的 和 而 对 a (等 于 0) 的 积分 
乃 是 Cauehy 意义 下 的 “ 主 值 "。 

一 个 三 角 级 数 可 能 收 伍 或 不 收 化 ,又 可 能 是 或 不 是 一 个 
Fonzrior 级 数 ; 但 这 两 种 性 质 之 间 没 有 显然 的 联系 (虽然 一 些 简 单 
的 级 数 可 能 兼 有 紫 二 人 性质)。 级 数 (1.3.3) 对 一 切 8 收 化 , 但 它 不 
昆 一 个 Fourier 级 数 ， 另 一 方面 ， 存 在 着 对 任何 9 都 不 收敛 的 
Fourisr 级 数 。 甚至 这 样 的 事情 也 并 不 清楚 ， 当 一 个 三 角 级 数 是 


在 I 通 论 


收 全 的 并 且 是 Fourier 级 数 时 ， 它 是 否 就 是 它 的 和 的 Fourier 级 
数 . 

三 角 匆 数 是 一 类 特殊 的 直 交 级 数 ， 三角 级 数理 论 中 有 不 少 部 
分 可 以 春 作 一 般 直 交 级 数理 论 中 的 一 部 分 ， 在 第 二 章 中 我 们 就 雪 
用 这 种 观点 来 研究 它 。 但 基 作 为 开始 必须 将 实 变 函 数论 的 某 些 部 
分 给 以 简单 的 叙述 , 我 们 根 定 读者 对 这 些 是 已 知 的 ， 


1.4 测度 和 积分 ”我 们 认为 读者 已 知 Lebesgus 的 测度 和 
积分 的 基本 理论 ， 用 工 (c, 了 ) 或 工 表示 在 Lebesgue 意义 下 在 (&， 
夏 上 可 积 的 函数 Fo 的 全 体积 分 区 间 总 是 有 限 的 ，“ 了 属于 五" 
有 时 也 说 成 “是 了 的， 对 于 函数 了 2) 庆 0, 只 要 它 是 可 测 的 ,就 
认为 其 积分 值 已 确定 ， 积 分 值 为 有 限 或 无 有限 视 了 属于 工 或 了 不 属 
于 荆 而 定 ， 

称 测度 为 零 的 集 为 零 集 ， 零 集 在 积分 沦 中 是 可 以 忽视 的 ， 若 
和 9g 只 在 一 零 集 上 不 相等 ， 我 们 称 它们 是 对 等 的 而 写作 了 =g. 
这 时 ， 我 们 也 说 对 于 几乎 于 在 的 > 或 几乎 处 处 成 立 营 7 一 9 车 
了 =0, 我 们 称 为 零 函数 ， 集 如 的 测度 记 作 zm 刀 ， 

除 互 以 外 , 有 时 也 用 字母 表示 其 它 的 栅 数 类 ; 特 挤 用 B,C, Os 
和 下 分 别 表 未 有 界 函 数 类 ， 连 续 函 数 类 ， 具 有 上 上 阶 连续 导数 的 画 
数 类 以 及 有 界 变 关 函 数 类 ”， 

我 们 允许 引 用 十 典 的 关于 积分 和 微分 的 定理 ， 主 要 指 分 部 积 
分 , 代 换 定理 , 第 一 和 第 二 中 值 定理 , 以 及 两 个 最 次 名 的 关于 在 积 
分 号 下 取 极 限 的 定理 ， 即 是，(i) 假如 几乎 处 处 成 立 着 f(2) -> 
了 ( 们 并 且 入 (| 二) 而 中 (0) 为 工 可 积 且 椒 依赖 于 n%, 则 


(1.4.D | Paz 一 | Foan 
(i) 车 扩 (2) 对 于 一 切 “ 或 几乎 所 用 关于 递增， 又 假定 
4 一 个 复 值 酒 数 当 它 的 实 浮 上 契 部 都 是 有 和 界 奕 准时 称 沪 有 界 变 差 犁 函数 。 


1 Lr 类 了 
| 六 (Dazx 一 =, 则 上 述 结论 也 是 走 的 ， 对 靖 形 全 ,我们 称 户 (四 
控制 收 化 于 疡 罗 ， 特 草 当 疡 人 -> 7(a 对 -一切 = 成 立 有 1 人 
< 再 时 ， 的 中 的 条 件 当然 满足 ， 此 时 我 们 称 户 (a) 有 界 收 分 于 
7 (wo) ， 对 情形 (6)， 儿 乎 处 处 存在 的 极限 函数 .7(z) 被 理解 为 可 能 


对 某 嵌 «是 无 限 的 , 因此 | 了 (o)dw 也 可 以 是 无 限 的 ,此 时 (1.4. 了 


右 端 的 积分 改写 为 >， 最 后 , 在 代 .4. 忆 中 的 积分 , 积分 范围 可 以 
取 为 整个 区 间 (e, 5) ,或 者 食 在 fo， 人 中 的 任 一 可 测 集 ， 对 撮 ，, 我 
” 们 添加 一 个 有 用 的 “Faton 引 理 ” 兰 户 ( 风 >0 且 几 乎 处 处 成 立 
着 (tz) 一 F(z), 则 
Jf Wartim | 六 Ga 

我 们 需要 用 到 有 关 积 分 交换 的 Fubini 定理 ， 即 当 (ze, 急 可 

积 时 , 成 立 着 
fas fFay= | ay {fae=| Favay. 

当 >0 时 积分 值 可 能 是 无 限 . 

有 时 我 们 也 要 用 到 连续 函数 关于 了 中 函数 的 Stieltjes 积分 ， 
这 种 积分 的 分 部 积分 法 和 下 面 的 定理 ， 设 I 为 |f| 的 最 大 值 , V 
为 虽 的 全 变 差 , 则 J fap| 专 了 HV， 在 第 六 章 中 我 们 用 到 Fgoroff 
定理 的 两 种 形 式 ， 扣 车 在 站 中 斤 乎 处 处 成 立 着 户 ( 罗 -Fo ， 则 
存在 一 个 下 使 得 可 CC 加 但 可 二 mm 如 一 8， 而 在 B* 上 一 致 地 成 
立 着 天 (0) 一 f(z); ( 识 根 如 每 一 所 2) 在 如 上 连续 , 邵 果 当 h-30 
时 在 召 上 几乎 处 处 成 立 着 有 (4) ->f (2z)， 那 末 类 似 于 上 述 的 结论 
仍 成 立 . 


15 Lr 类 著 f 为 可 测 函 数 且 |f)? 属于 工 , 则 称 了 属于 
Tr?， 我 们 眉 后 党 假设 pl1， 当 p=1 时 25 即 为 LZ， 著 了 属 于 


8 IT， 道 论 


而 12<7, 则 了 属于 到 ， 
我 们 记 


NP Hf lo ({ lle), 
MP- (sa la), 


假如 了 不 属于 玉 ， 则 NN,( 几 和 MG( 用 为 无 穷 大 ， 称 N,( 峭 和 
Ms (了) 分 别 为 了 对 区 问 (a, 妨 及 指数 p 的 范 数 和 平均 值 ， 它 们 只 
初 差 一 个 因子 8 一 四 3; 但 这 个 差别 是 重要 的 ， 

若 p>l, 用 


(1.5.9%) 2 + 让-1 
来 定义 p, 则 人 > 二 车 P<2， 则 p>2， 称 p 和 为 共 邦 指数 ， 
?和 I? 为 基地 类 .及 类 基 自 共 思 的 ， 若 p 一 14， 则 w' 认为 co， 
反之 亦 然 ， 我 们 马 将 定义 与 荆 共 斩 的 函数 类 工 ”. 

平均 值 M,( 有 ) 有 三 个 基本 性 质 ， 第 一 是 H5lder 不 等 式 


(1.5.1) | 


{1.5.8) Mi(fo) < MF) My (9), 

《 当 ? 一 2 时 称 为 Behwarz 不 等 式 )， 第 二 是 Minkowski 不 等 式 
(1.5.4) MF+D EM, (A + MN. 

第 三 是 

(5 MA EM (<n), 


它 说 明 对 错 定 的 ,Ms( 了 ) 是 Pp 的 递增 函数 。 范 数 N,(7) 具有 前 
二 性 质 但 不 具有 第 三 个 性 质 ， 

当 p>o2 财 ， 
.5.6) NC —> Maxlf|, My(f)—> Maxlfl, 
这 里 Maz|f| 是 |7| 的 “本质 上 界 ”， 它 就 是 使 得 | 所 几乎 处 处 
成 立 的 最 小 值 ?， 国 此 自然 定义 五" 为 使 Mazj 玉 是 有 限 的 函数 
类 .这 就 是 “本 质 有 界 ” 函 数 类 或 对 等 于 有 界 函 数 的 函数 类 ， 我们 
可 写成 


1.6 ZL? 字 间 及 其 度 最 9 


.65.7) Nf) =M.(f) =—Maxlfl; 
容易 验证 呈 .5.3) 到 (.5. 夫 当 Pp 或 pp 为 无 限时 依然 成 立 。 


1.6 I 空间 及 其 度量 关于 Ir 类 以 及 与 它们 有 关 的 不 
等 式 的 理论 可 用 几何 的 术语 更 好 地 说 明 . ZL? 类 定义 了 一 个 函数 室 
间 , 每 一 淫 数 定义 为 空间 的 一 个 点 。 对 于 两 个 相互 对 等 的 函数 我 
们 将 不 加 以 区 别 , 因此 每 一 个 点 代表 一 族 对 等 的 函数 ， 特 别 , 原点 
已 表 一 族 零 涟 数 ， 空间 到 有 特殊 的 重要 性 ， 称 之 为 Hilbert 空 
间 . 在 .2 中 我 们 定义 了 和 gg 的 距离 为 
{41.6.1) 8 户 及 一 No 一 力 ， 
当 无 须 半 明 所 涉及 的 是 哪 一 空间 时 可 省 去 下 标 9 而 写作 3 六 内 
一 Ntf 一 D， 特 别 ,，N( 记 是 了 与 原点 之 间 的 距离 . 车 bp 一 00, 则 
(1.6.2) 3, 9 =Max|f—g|. 
我 们 也 可 以 用 间 样 的 方法 定义 一 切 连续 函数 所 成 的 空间 C， 仍 用 
QL.6.2) 定 义 距 离 ,现在 这 里 “Max” 乃 是 原来 意义 下 的 最 大 什 . 

假如 在 (1.5. 匠 中 取 了 = 户 一 J 9 一 一 了 fa, 它 谣 变 为 
(1.6.3) 0, fa Et, fo) OCFs, fa), 
这 公式 蚌 三 角形 一 边 不 大 于 其 它 二 边 之 和 的 定理 的 拓 广 . 

现在 我 们 可 专 建 立 空间 Lr? (或 O 中 的 度量 , 并且 将 一 般 点 集 
论 的 概念 移 用 于 此 ， 荣 一 函数 类 在 沉 广 的 画 数 类 中 的 铭 密 性 的 概 
念 是 对 我 们 特殊 重要 的 一 个 概念 。 设 总 是 的 一 个 子 集 , 而 Sa 
是 5 的 子 集 .车 给 定 名 中 任意 的 8 及 任意 正 数 s， 在 全 中 存 
在 由 使 3 ( 抱 内 <s， 则 称 中 在 品 中 关于 严 是 称 棕 的 (或 简称 
Ss 在 总 中 秽 密 )。 从 (1.6. 纺 立即 得 到 和 狗 密 性 的 关系 是 可 以 传递 
的 : 设 5S: 在 访 中 黎 密 ，Ss 在 93 中 稠密 , 则 总 在 总 中 秽 密 ,在 
这 种 叙述 下 , 自然 已 预先 确定 了 一 个 固定 的 度量 . 

从 巡 .5. 肋 亦 可 推 得 : 若 癌 在 总 中 关于 了 王 稳 审 , 又 419<2， 


0 TI， 通 论 
则 8。 在 避 中 关于 天 稠密 汪 . 

一 个 关于 知 密 性 的 命题 ,由 于 以 后 常常 被 用 到 , 所 以 我 们 写成 
个 而 的 定理 ， 

定理 1， 假 如 1<p<oo, 则 Fr (9> 罗 , ,B,C 和 0 莉 在 
212 中 稠密 . 

车 对 一 切 冰 数 吉 以 周期 性 的 限制 ， 则 定理 仍 担 正确. 以 后 将 
证 明 一 切 代 数 多 项 式 所 成 之 类 在 到 中 秽 密 , 又 一 切 三 角 多 项 式 所 
成 之 类 在 I? 的 局 期 函数 类 中 再 审 。 


1.7 大 中 的 收效 ( 强 收 策 ) 假如 志和 了 都 属于 ,又 
当 和 >co 时 ， 
(1.7,1) dr(fs, 0, 
或 (事实 上 是 一 件 事情 ) Ny (让 一 让 一 0, 则 称 声 (29) 趋向 于 户 写 
作 
(1.7.2) fF)., 
我 们 也 称 f, 以 指数 入 经 收敛 于 了 (不 会 混 庄 时 指数 可 省 畔 ) ， 当 
2 一 so 时 ，8( 户 力 一 Maz|7 一 了 ll， 末 强 收敛 就 是 -几乎 处 处 一 臻 
收敛 六 一 FE ,就 是 产 = 产 而 太一 致 收 仇 于 了 

强 极限 是 “本 质 上 唯一 的 ” 即 若 fF), 又 有 一 g (7)， 
则 f==g. 

车 户 -一 ID 及 1T<9<D 刚 户 -> 了 (CZ9) ， 

若 户 一 7 ， 则 JW 人) 一 (六 

车 疡 一 及 久 一 外 了 更 记 加 一方 (人 ,用 


(1.7.3) Jrgnds > | fgdz, 
特别 , 当 gy 局 于 2 面 对 一 切 % 有 下 时 ,上 式 成 立 . 


9 不等式 No 全 一 从 三 Np 好 一 从 是 趟 成 立 的 , 担 是 ( 田 于 8 的 任意 性 } 企 全 ,5.5) 
中 5 一 4 的 署 并 不 影响 结论 的 正 硝 性 . 


1.8 两 个 周期 函数 的 打 全 也 


如 果 几 乎 处 处 成 立 着 户 一 六 | 天 | 科 四 其 中 中 属于 Lr 且 与 
无 关 , 又 D00, 则 户 一 站 (中 ， 

关于 强 收 仑 的 基本 定理 是 

定理 %， 要 使 户 以 指数 jp 强 收敛 于 正中 的 函数 了 ， 其 必要 
充分 条 件 是 ， 当 到 和 mm 趋 问 无 穷 时 ”， 


= 


Fn 


这 个 定理 2 是 有 通电 及 了 的 Uauchy 定理 相似 的 ， 卫 一 co 时 ， 
就 是 (除了 一 个 零 集 不 计 和 外 ) 有 关 一 致 收 训 的 相应 定理 . 强 收 合并 
不 包含 几乎 处 处 收 语 (或 省 对 于 性 何 2)， 几 乎 处 处 政 训 也 并 不 和 包 
会 强 收 襄 。 但 由 定理 2 推 得 车 天 一 fCD7) 及 几乎 处 处 成 立 着 
太一 广 则 了 广 . 

最 后 , 有 一 个 定理 是 我 们 经 常 要 用 到 的 . 

定理 38， 车 1<p<oo 和 下属 于 17, 则 当 x0 时 ， 


[f+ -fo) de>0, 


即 fw+D)->f (0) (7 ， 
这 个 积分 包含 着 在 (4, 四 外 的 了 的 值 。 我 们 可 以 设想 这 些 
值 为 0 或 者 将 了 (wm) 设想 为 周期 函数 , 其 周期 为 6 一 & 


1.8 两 个 周期 熏 数 的 折合 。” 设 了 和 9 是 两 个 周期 为 8 一 5 
的 隆 数 , 称 
(1.,8.1) (wv) = 


s/f -Wg ay 


”为 了 和 ?9 在 (9, 四 上 的 折合 .这 个 折合 也 是 周期 为 6 一 a 的 函数 ， 
并 且 关 于 了 9g 是 对 称 的 。r?(®) 具 有 如 下 的 基本 性 质 . 
定理 本 车 和 4 属于 二， 则 ?也 属于 工 ( 因 此 对 几乎 一 切 


站 


?1 这 就 是 说 : 对 每 正 数 6; 当 mM (a), RW (的 时 成 立 着 人 =- 产 Ear<e 


1 I， 通 论 


"为 有 限 ) ， 并且 有 

(G89 sehr-ytal sa) 
和 

(1.8.3) M,(r) < M, (FM (9g). 


因为 了 (2 一 的 为 人 2 仿 的 可 测 函 数 ， 从 而 了 (2 一 切 ¥ 胃 也 是 
(cz 中 的 可 测 阔 数 ,基于 Fabini 定理 ， 


ACE EAL WOLD 
-| gg dy fr de, 
fas|f fea <|. 1 的 | 加 | |f {2~ lds 
=[ lg ley (fn) Ian, 


因为 了 关于 了 和 9 是 对 称 的 , 我 们 可 以 假设 P<， 因此 
[ret re) = | st {ft fog Dy 


<M,{f sti) 一 FORM (gs 
其 中 第 一 个 因子 由 定理 3 知道 趋向 于 0. 


1.9 I? 中 的 站 交 系 ”在 应 用 合 1.5~1.8 的 思想 时 , 2 通 
常 取 作 1, 2 或 co (虽然 我 们 在 论证 定理 时 都 是 对 一 盘 的 多 而 言 
的 ,但 对 一 般 的 卫 并 不 引起 人 征 么 其 体 的 麻烦 )。 在 本 节 中 ,假设 函 
数 加 属于 瑟 这 一 点 是 本 质 的 ， 

设 (4 和) (r=0, 二 2 …) 是 亚太 中 的 非 零 沙 数 系 ， 当 
m 烛 太 时 车 


(1.9.1) (hs,, $n -| pap dz~—0, 


2.9 了 2 中 的 直 交 系 13 
我 们 称 (@w) 是 fo, 5) 上 的 一 个 家 交 系 ， 阁 对 每 一 wn 尚 有 
‘1.9 .2) (中 ， 中 -| | | 2 一 | $=1, 


则 称 (6,) 是 (a, 5) 上 的 一 个 就 范 直 交 系 ， 
若 f 也 属于 17, 而 


Fb) ... 
(1.9.8) eu- Te- 才 0, 4, 2, 2), 


则 称 6 是 了 关于 (pw) 的 Fourier 常数 ,而 称 之 or 四 是 了 的 Fourier 
级 数 ; 写作 了 ~ (en) 或 
(1.9.4) 了 之 cn。 
所 有 这 些 定义 都 与 $1.3 中 的 类 似 。 它们 只 就 成 中 的 应 数 被 定 
义 ,这 是 因为 对 于 其 它 函 数 类 中 的 了 (J 押 ) 通常 未 必 存 在 ; 但 是 
假如 对 加 如 以 更 强 的 限制 ， 则 上 述 诸 定义 可 以 适用 于 更 广 的 范 
醒 ， 例 如 , 车 加 对 每 一 个 是 有 界 的 , 那 束 并 中 任意 的 了 具有 如 
(1,9.3) 和 和 仁 .9. 当 所 定义 的 Fourier 级 数 ， 我 们 在 一 开始 引入 的 
三 角 函 数 系 就 满足 这 个 条 件 ， 

从 几何 意义 上 说 ， 我 们 可 以 把 加 看 作 是 好 空间 的 一 个 点 或 
一 个 向 量 ( 向 量 始 点 位 于 0。 车 ($n) 是 直 交 的 ， 则 诸 启 量 是 直 交 
的 ; 若 ($) 是 就 范 的 , 诸 向 基 巧 单位 向 量 . 若 (pw) 是 一 就 范 直 交 
系 , 了 属于 ,上 且 了 ~ 之 0vpr; 网 mm 可 以 看 作 了 关于 直 交 轴 系 的 
相应 于 办 的 “坐标 ”. 

具有 常 系 数 的 关于 诸 加 的 有 限 线性 组 合 

P($) —aobot obst + au, 

称 为 办 的 多 项 式 ， 假 如 只 有 一 切 系 数 等 于 0 时 才 有 卫 (#) 是 0， 
则 称 加 是 线性 无 关 的 ， 这 只 有 当 和 对 于 一 个 坐标 系 构成 适当 的 
基底 时 才 可 能 . 特别 , 在 线性 无 关 的 系 中 没有 一 个 元 素 是 0. 

上 述 最 后 的 那些 定义 基 与 直 交 性 无 关 的 .我 们 可 以 从 成 的 
任 一 线性 无 关系 《bn) 中 导出 一 个 直 交 系 人 的] , 从 而 实现 “ 直 交 化 ”， 
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每 一 也 ,是 也 的 多 项 式 (内 率 涉 到 黄 , 高 由 也 是 线性 
无 关 的 , 而 每 一 由 区 是 四, 的 多 项 式 ， 物 成 Bo 后 , 可 以 乘 一 适当 
的 因子 使 之 就 范 化 ， 上述 对 于 亚 的 过 程 类 仙 于 在 通常 几何 学 中 
使 斜 轴 变 为 直 交 轴 的 变换 . 


1.10 直 交 系 的 例子 。 (了) 函数 系 


(BE) Ooo0)*) 
在 (一 w) 上 或 是 在 任何 长 度 为 2 的 区 间 上 是 直 交 的 ， 郴 数 系 
四) Cr) lor (一 co<m<oo) 
是 就 范 直 交 的 - 
(2) 函数 系 
OT) 王 GOST, Sn x, GOR QT, sin Qer, 
证 (一 xw, xm) 上 站 交 ， 沿 数 系 
(TT) (2a) or GOS a si x, a CO 3， 
是 就 范 直 记 的 ， 
(3) 函数 系 
(O) 羡 ， GOB, CON 22, «+., 
{5) din %, Hn Ww, 


在 (0, 中 上 是 直 交 的 . 
(4 lagendre 多 项 式 系 
1 /a 。 
Po) -Br (hs) -1) 


一 了 


在 (一 1 一切 上 是 直 交 的 ， 滋 以 fa 上 到) 后 成 为 就 范 喜 交 系 ， 这 


届 在 这 种 情形 下 ,将 加 按 从 一 o 到 十 ce 编导 比 具 0 齐 十 co 更 方便 。 


1.11 一 些 进 拓 的 期 识 15 


个 画 数 系 是 从 (oz 用 人 .9 中 所 叙述 的 过 程 直 奖 化 而 获得 的 ， 


1. 开 一 些 进一步 的 知识 ”车 (加 ) 是 一 直 详 系 ,， 刚 莉 
义 下 的 Fonrier 级 数 ; 未 必 收 和 伍 或 “可 和 和” 即使 收 襄 或 可 和 , 也 末 
必 是 其 各 商 数 的 Fourier 级 数 ， 这 些 正 是 我 们 必须 对 三 角 级 数 加 
以 考虑 的 问题 ， 

在 下 一 章 中 我 们 将 证 明基 于 刁 中 直 交 级 数 的 最 此 本 的 定理 ， 
这 里 我 们 插入 车 干 一 般 的 事实 . 

对 于 一 个 函数 系 (5) ,不必 是 直 交 的 ,假如 在 了 所 Pp 所 0) 
(或 中 中 不 存在 非 零 函数 与 每 一 由 直 交 , 即 册 


hn 
| fhe=0 (n=0, 1, 2, --:) 


按 得 f=0, 则 称 (bo) 是 1 (或 0) 中 的 完备 系 ， 这 个 定义 只 有 当 
峭 属于 共 拖 类 I (或 功 时 才 有 用 ， 从 定义 可 知 , 车 (加 ) 在 也 中 
是 完备 的 , 则 当 9>p 时 , (和 %) 在 J 和 在 O 中 也 是 完备 的 . 

车 到 中 的 函数 系 (ji) 的 多 项 式 了 人) 的 全 体 在 了 (或 0) 中 
初 密 ， 则 称 () 在 (或 0) 中 是 封闭 的 ， 阁 (js) 在 到 中 是 封闭 
的 而 T<g<2, 则 (ko) 在 I 中 也 是 对 亲 的 ， 因 为 假设 了 是 上 中 
的 任 一 子 数 ,由 定理 1, 也 中 有 玖 数 9 使 66(f 一念 < 二 si 再 由 已 
给 的 条 件 , 存在 着 多 项 式 多 满足 6, (g, 到 ) < e 一 人 ao-are， 
因此 从 .5. 回 得 到 6o(g, 罗 ) < 本 s. 若 ($i) 在 O 中 是 封闭 的 ， 
则 对 Tsp<co， 人 在 忆 ( 但 在 I 中 末 必 ) 是 封闭 的 。 我们 将 在 
第 二 章 中 看 到 范 数 系 () 在 荆 中 是 完备 的 和 在 C 中 是 封闭 的 ; 于 
是 可 见 ,对 1<p<co，(w") 在 1? 中 既是 完备 的 又 是 封 阅 的 。 

营 81.9 中 的 耳 数 系 Gs) 在 I 中 是 完备 的 (或 封闭 的 )， 而 
(6 是 它 的 直 交 化 系 , 期 (是 完备 的 (或 封闭 的 )， 可 是 直 交 化 


16 I， 通 论 
的 过 程 要 求 假设 每 一 几 属于 十 . 

车 (是 一 完备 的 就 范 直 变 系 ， 又 了 利 9 关于 (go 有 同样 的 
Hourier 级 数 , 则 了 三 外 

在 结束 本 章 之 前 我 们 引入 三 个 很 科 单 的 但 是 常用 的 定理 .为 
简单 起 见 我 们 假定 ($n) 是 7 中 的 就 范 直 交 系 . 

定理 6. 车 


B= Penn f(D), 
则 马 6p, 是 了 的 Fourier 级 数 . 
”因为 出 (7.9)， 
! fa0r = iim |&, Budo— lim om 一 cm， 


= 


+ 


8， 网 

因为 由 定理 7，: 这 里 的 级 数 是 其 和 的 fourier 级 数 . 弃 然 8 
和 了 有 同样 的 Fourier 级 数 , 因 此 8 三， 特别 , 在 两 个 隙 数 都 连续 
的 点 上 * 一 大 


II， itbert 室 间 中 的 了 Tourier 级 数 


2,1 7 中 一 般 的 Fourier 级 数 以 下 规定 (gw 是 天 (ec， 
0) 中 的 一 个 就 范 直 交 系 ,了 是 矿 中 的 任意 函数 ,而 之 ch 是 它 的 
Fourier 级 教 ， 我 们 称 


(2.1.1) fa Tondon 

为 了 的 nm 阶 Fourier 多 项 式 . 这 里 苑 就 是 Ns， 
定理 9. 车 

(2.1.2) ,Dyn 


@.1.3 NF -GD) = NO) -Dont ln yn 
“特别 ， 
(2.1.9 Na (ff) =N(f) —Slonl. 
容易 明了 , 通过 逐 项 积分 就 有 
[ fT dr Cnym; fils le=Slyal?, 
因此 
wf-0) /fF-0) (FB) 
一 NN? (Of 一 > onyn+ DD [ynl? 
= Na {Ff) 一 [onl + Sy (on—Ym) (Gm — Ym), 


这 就 是 (2.1.3) ， 作 为 一 个 推论 , 我们 有 


18 II。 Hilbert 空间 中 的 Fourier 级 数 
通 返 的 是 了 的 Fourier 多 项 式 访 
定理 基 ， 若 f~(c6)， 则 


(2.1.5) Blolr<N 0g) =f lf ha 


2.2 Riesz-Fischer 定理 下 面 的 定理 更 为 深刻 ,因为 
它 依赖 于 定理 2 (对 p=2). 

定 还 12， 要 设 壮 le|*<c， 风 存在 省 到 中 前 画 数 六 它 有 
Fourier 常数 是 m, 而 疡 一 7CZD， 即 


(0.2.1) | 六 -fear 
县 
(2.2.2) | rpae= 衬 la， 


这 些 销 果 几乎 立即 本 从 定理 2 推 得 . 车 m > 和 刚 当 nn, m 者 
趋向 于 ce 时 ， 
| LA 
因 星 存在 著 I? 中 的 函数 了 满足 侣 ,2,14)， 由 定 埋 6, 取 2 一 2 有 即 


得 是 了 的 Fourier 常数 ， 最 后 ， 利 用 人 .1.9 知 (2.2.1) 和 
(2.2.2) 短 价 。 


2.3 完备 系 和 了 arsevyal 定理 坦 到 现在 为 止 我 们 没有 
用 到 完备 性 的 答 念 ! 现在 我 们 很 设 (由 ) 是 完备 的 ， 于 是 推 得 ， 第 
一 , 定理 12 中 的 了 是 本 质 瞧 一 的 ; 第 二 , 对 下 中 以 6 为 Fourier 
常数 的 任意 诡 救 了 (2.2. 必 和 但 .3.2 都 成 立 ， 

定理 18， 若 (加) 是 完备 的 就 范 直 交 系 , 了 属于 也, 且 


f~ {en), 
则 了 与 (o) 铺 足 (2.2. 了 和 (2.9 


2.4 errer 定理 19 


由 于 卫 |e,j ”<00, 利 用 定理 代 , 这 里 的 了 对 等 于 定理 世 中 的 


定理 14， 若 了 和 下 都 属于 I2, f~ (0) 和 也 ~ (C0), 则 
(2.3.1) ffFas-S od, 
让 个 级 数 是 绝对 收 伍 的 . 


PE 


[ fF de= Snf $m P lr— DonOn. 
得 由 定理 13, 访 一 7 ， 所 以 由 任 .3 ， 
| fF do] fF da. 
级 数 的 绝对 收敛 性 是 从 记 |enl* 和 之 |0%|? 的 收 侣 性 得 到 的 ， 
“Parsevyal 定理 ”这 个 名 称 有 时 用 于 .2.2), 有 时 用 于 更 一 般 
的 等 式 Q2.3.1) .可 以 姥 出 ,这 里 出 现 的 定理 可 作为 Riesw-Fisoher 
定理 的 一 个 极为 自然 的 推论 ， 可 是 对 于 其 它 的 特殊 梢 数 系 ， 这 就 


不 是 那 末 显然 了 ; 其 困难 在 于 证 表 函 数 系 的 完备 性 , 而 在 此 地 是 作 
为 一 个 假设 的 . 


2.& Mercer 定理 有 从 定理 芽 推 得 , 屯 中 函数 的 Fourier 
常数 趋向 于 0。 如 果 我 们 假定 (由 ) 具有 更 多 的 条 件 , 则 (如 同 我 们 
在 $1.9 所 注 明 的 ) 可 以 定义 更 广 的 函数 类 的 Fourier 常数 ， 一 
个 特别 重要 的 情形 (包含 三 角 函 数 系 在 内 ) 是 其 中 由 为 一 禾 有 界 . 


-a 


由 证 是 工 好 申 存 存 着 郴 数 环 使 
| fFldv<e. 


著 了 ~ (0 , 则 


El IT. HiIbsrt 空间 中 的 Fourier 级 数 


led = | {Budo <| {Fedo + {lf -Fila 
|0,| 十 五 s, 
但 是 由 于 万 广 于 [2, 故 0,>0; 因而 对 充分 大 的 由 |6,| <2He， 


2.5 封闭 性 和 完备 性 。 从 我 们 的 分 析 可 知 在 万 中 封闭 性 
和 完备 性 是 等 价 的 (不 论 函 数 系 直 交 与 否 ). 

定 更 16。 /2(a, 5) 中 的 画 数 系 当 且 仅 当 它 守备 时 是 封 肝 的 - 

说 给 定 的 函数 系 为 (加 ) ,由 $1.9, 只 要 对 由 他 总 范 直 交 化 
以 后 的 柳 数 系 (gw) 证 明 等 价 性 就 可 以 了 . 

提 车 (四) 是 完备 的 且 属 于, 则 由 定 埋 18, J 一 f(D). 
由 于 下, 是 一 个 凶 项 式 重 ,, 所 以 全 ,) 是 封闭 的 ， 

di) 假设 (Bw) 是 封闭 的 ， 属于 六 且 了 的 一 切 Fourier 常数 
为 0， 由 于 (各 ) 是 圭 闭 的 ， 因 此 存在 着 一 列 包 项 让 5 使 面 > 
Ft), 好 对 (Ff 一 阔 )->0; 于 是 ， 由 定理 10, N(f 一 f,)->0。 但 是 
一 0 所以 Nf 一 0, f=0， 这 样 ，(gw) 荐 完备 的 . 

自然 要 间 在 不 具备 上 述 等 价 性 的 其 它 空 间 ZI? 中 还 有 什么 是 
正确 的 呢 ? 下 述 两 个 定理 给 出 这 个 问题 前 解答 ， 我 们 将 证 明定 理 
47,， 但 略 去 定理 多 的 证 朋 ， 央 为 它 依 吾 于 一 个 所 谓 “ 弱 收 人 证“ 的 概 
念 , 而 这 个 概念 我 们 不 打算 用 它 ， 


Ci 


Pe 


ss 


为 了 证 明定 理 上 ， 假 设 tyw) 在 到 中 是 圣 闭 的 ， 又 设 了 广 于 
了 如， 且 对 每 一 %， see=0. 写 着 三 |Fiee， 刚 er 一 ete) 昆 


可 测 且 有 养 的 , 因而 属于 地， 所 以 存在 着 一 列 儿 项 式 更 使 更 一 > 
ez)， 同 时 由 好 .7.3)， 


3.6 三 角 丽 数 系 的 完备 性 21 
fflas~ {fodw lim FP, do~0, 


从 而 得 到 了 s0， 因此 全 由 在 至 中 是 完备 的 . 
定理 18 在 P=1 时 并 不 成 立 ， 


2.6 三 角 艾 数 系 的 完备 性 我 们 现在 来 让 上 朋 三 角 函 数 系 
《 忻 ) 和 (了 是 在 工 中 (从 而 在 下 中) 完备 的 . 


车 了 属于 卫 ( 一 mm 7)， 又 了 的 Fonrier 常数 夫 为 0, 则 了 是 零 ， 
选择 娜 个 函数 系 显 然 是 没有 什么 区 别 的 .我 们 选取 (T》, 并 
且 首 先 证 明 假 若 (了 了?) 在 口中 是 完备 的 , 那 末 (2 在 七 中 也 是 完备 
的 ， 为 此 假定 了 是 工 中 的 一 个 实 函 数 , 并且 设 
Fw) =| fF (Way ao, 
分 ; 成立 着 
A -= FI(r) Cog nrdar = — A fvsinne de 


类 似 十 也 一 Cam” 若 对 一 切 绚 ， Gone bs 都 是 0， 则 对 n>1, 4 和 
BB, 都 是 0， 且 一 吉 ho 的 一 切 Fourier 常数 都 是 0， 既然 假 定 
(17) 是 在 C 中 完备 的 , 则 了 一 4 一 0， 又 了 是 连续 的 , 吉 


= 二 46，f= 计 ao=0. 


现在 只 要 证 明 ( 防 在 妃 中 是 完备 的 ， 我 们 当时 假定 ， 允 于 任 
意 正 数 8 和 ? 有 三 角 多 项 式 了,(?) 使 


3 4 的 值 驳 见 定 再 43 全 3.8) . 


2 II， 1iilbert 空间 中 的 Fourier 级 数 
Q6D TO>0, | Tad-l, 各 四 < 


全 所 12%| < 生 m) ， 
现在 假设 地 是 连续 欧 但 不 为 零 , 它 的 最 大 模 为 型 , 此 外 一 切 mm 和 
都 是 0， 则 对 每 一 个 6, 


| feté)T, (od fo)T, (mE) =0. 
用 于 7#0, 必 有 *x0 利 二 使 了 (人 拘 一 6 不 纺 设 "是正 数 ， 因 为 上 
是 连续 的 ,所 以 有 正 数 有 使 在 仿 一 3， E 十 蚊 内 广 > 到 从 而 
o-[ f (e+ T, (ode 


1 0 | (wm) ez 一 (| + 站 (w) oz 


(Gor) he 


入 


mm ws | 


之 可 e -(#°+ M an. 
对 于 充分 小 的 ”, 这 是 一 个 矛盾 . 


我 们 尚 须 证 明 , 确实 存在 着 满足 (2.6.14) 的 了 了 ,。 例 如 取 


| (1 二 +eos 2)"ar | (eos 广 2) dy 
显然 工 , 满足 (2.6. 了 的 前 二 条 件 , 而 当 5<s&w 利 mw->co 时 ， 


re 站 和 


因此 对 充分 大 的 ww 了, 也 满足 (2.6. 儿 的 第 三 个 条 件 . 


T= { 任 十 co82) 9 (os 到 


2.7 三 角 级 数 的 Pargseval 定理 和 及 iesxw-Figeher 定理 
现在 我 们 要 对 函数 系 (EB) 和 (2) 将 定理 10 到 14 的 内 容重 新 


8.8 关 闻 其它 还 歼 系 的 一 些 定理 28 


加 以 叙述 ， 关 于 《7) 我 们 只 铺 述 最 重要 的 情况 ， 即 画 数 是 实 的 情 
况 下 的 结果 . 
定理 知 ， 在 一 切 n 阶 复 三 角 多 项 式 中 ， 给 出 天 中 本 数 /的 


车 了 居于 L2 且 f~ (6), 则 之 le 是 收 全 的 ， 上 


(2.7.1) Lf are 
和 
(9.7.9) 让 | [一 六 12dc->0. 


若 卫 也 属于 坟 且 ~ (Ow), 则 
(2.7.8) 训 | fF ds—S od,. 
若 只 是 使 之 joel 收银 的 垂 一 数列 ， 旭 在 世 中 存在 着 实质 上 


Ut 
+ 
rp 


-a 


G@.7 本 二 | fds-e0Aot Soh bd,B), 


2.8 关于 其 它 函 数 系 的 一 些 定理 在 这 一 节 和 下 一 节 中 
我 们 收集 了 一 些 可 从 定理 19 推出 的 结果 . 这 些 结果 具有 同样 的 深 
度 , 而 它们 之 问 的 田 辑 依赖 关系 可 用 许多 不 同 的 方法 表达 出 来 ， 

(1 我 们 第 一 个 附注 是 显然 的 ，81.10(9) 中 的 函数 系 {CO 和 
(5) 在 (一 x, wm) 上 不 是 完备 的 , 例如 simnz 关于 (O) 的 一 切 Fourier 
常数 为 0。 但 是 每 一 系 在 (0, mw} 上 是 完备 的 .例如 , 假设 (2%) 定 
义 于 从 , zw) 而 它 关 于 (中 的 Fourier 常数 全 为 上 又 设 


?4 JI， 直 jpert 空间 中 的 Fourier 级 数 


Fo) = 了) (2E CO, 四 )， 
F=f (EE(-, 0)), 

则 六 为 偶 函 数 ， 产 关于 (的 Bourier 常数 均 为 0， 所 以 了 *=0， 
从 而 了 =0. 

2) 下 一 定理 是 关于 非 直 交 函数 系 的 . 

定理 总， 对 于 m% 一 六 帮 二 二 …， 国 数 系 (or) 在 上 (a, 了) 上 
是 完 务 前 

这 里 (a, 四 是 任意 有 限 区 间 ， 我 们 必须 证 明 由 

feie-o (m=N, N+1, -) 


推出 =0。， 利 用 a*7 民 圭 子 可 将 定理 归结 为 入 =0 的 情形 ; 再 由 
一 个 线性 变换 可 归结 为 a== 一 wm, 8 一 w 的 情形 ， 但 在 这 个 情形 下 ， 
二 为 cosms 与 sinmz 的 Taylor 级 数 卫 wre? 在 {一 x, w) 上 是 一 
致 收敛 的 , 所 以 对 于 一 切 mx 有 


[Fmd Bu” fds—0, 


从 而 由 定理 9 推 得 了 二 0. 
一 个 推论 是 ，$1.10( 儿 中 的 Legendre 消 数 系 在 工 (一 1, 1) 
上 是 完备 的 . 


2.9 Weierstrass 定理 。 函数 系 (cs) 在 荆 中 是 完备 的 ， 
内 而 在 任意 五 中 和 在 0 中 基 完备 的 . 从 定理 18 推出 它 在 性 意 
Ps<s29<eco) 中 是 封闭 的 ， 但 此 论断 依 束 于 一 个 我 们 未 曾 证 明 的 
定理 ， 所 以 它 的 真实 性 没有 揭露 ， 其 实 ， 其 真实 性 包含 在 有 名 的 
Waieratrasd 定理 之 中 ， 


得 对 于 o<w<B 有 lf-Pl<e 
换言之 , (2 中 在 0 中 是 封闭 的 .关于 Weierstrass 定理 , 有 许 
多 以 各 种 重要 原理 为 基础 的 直接 证 明 ， 但 从 三 角 争 项 式 的 相应 定 


人 ,9 斌 eieratrasg 定理 25 


理 推导 出 来 在 此 地 最 为 自然 ， 
_“ 定 还 只， 车 了 (中 是 周期 函数 且 在 《一 二 w》 上 连续 , 则 存在 


显然 , 在 Ca 中 有 周期 着 数 9 使 jd s. 对 这 样 的 y 和 

对 9>0， 利用 两 次 分 部 各 分 得 到 
0( 
因此 由 定理 8 及 19, g 的 Fonrier 机 它 的 和 为 YV。 所 
以 假如 下 是 9 的 Fourier 级 数 的 足够 多 项 的 和 , 则 有 
lg 一 | < 去 e， 

从 而 | 了 一 和 | <s， 

特别 ， 定 理 4 表示 {不 科 用 定理 18) (了) 在 2 中 是 封闭 的 . 
因为 由 定理 1, 连续 的 周期 沙 数 类 C0* 在 妇 中 再 审 ， 而 由 定理 24， 


(了 TD) 在 中 其 封闭 的 . 
定 埋 33 是 一 推论 ， 首 先 作 一 线性 变 模 可 将 定理 归结 为 
(= -去 mt, 8- 到 


的 情形 ; 而 在 《一 去 m， 雪 w ) 外 定义 了 使 之 成 为 一 个 具有 周期 为 
27 的 连续 函数 。 于 是 存在 若 三 角 多 项 式 7 便 对 一 切 z 有 
|f 一 P| < 吉 


但 由 Tylor 定理 ,TD 可 以 展开 为 在 《< 一 x5，w> 上 一 致 收 伍 的 埋 级 
数 . 车 了 是 此 级 数 的 足 况 多 项 的 和 , 则 对 


有 
[2,.~ P| < 于 If—Pl<e, 


]li. Fourier 三 角 级 数 的 其 它 性 质 


83.1 Fourier 常数 的 简单 性 质 。 这 里 我 们 集中 注意 于 
8$1.3 所 定义 的 Fourier 三 角 级 数 . 就 应 用 的 方便 采取 复 的 形式 
( 殉 或 实 的 形式 人 2) ,在 后 一 情形 通常 假设 了 是 实 的 . 在 任何 情况 
都 假定 了 是 周期 函数 ， 我 们 从 一 些 显然 的 事实 开始 . 

定理 中 ， 车 了 (的 ~(0w)， 则 (一 从 ~(o-r) 和 玫 (0) ~ (6-)， 
著 m 为 整数 ,网 en 的 ~ com)， 车 f ~ (em) ,9~ (a) , 则 

af + bog~ aon + ban). 

定理 5， 着 f( 四 ~ (ew), 则 了 (6+o) ~ (Cu 四 )， 又 着 

FO) ~ Ca, ba), 
则 
FOFO A A, (0), Bi (oy) 

定理 加， 若 了 绝对 和 连续 ,网 广 ~ (ne 或 了 ~ (人 pb， 一 ng， 

上 述 诸 定理 的 证 明 留 给 读者 . 最 后 一 个 定理 和 2.6 一 样 可 
用 分 部 积分 法 证 得 . 

定 瑾 如， 例如 了 与 9 属于 芭 , 7 一 4 和 g~ dw， 则 

fg~ tn), 
其 中 
(3.1.1) 3 me 


由 定理 站 得 知 g~ 他- 由 和 页 一 9ert ~ (dun) .因此 ， 利 罚 形 
式 @@.3. 了 D0) 的 Parseval 定理 于 了 和 上， 得 到 


i 一 mig 1 有 一 1 h dd = 
ra fye dé Jiay EE Entnns 


和 Bs 和 分 别 由 代 .+.27， 信人 2. 介 和 引 江 .台所 定义 ， 


8,2 RiemannIepesgue 定理 和 


将 上 式 中 的 mn 入 互 痪 就 是 @@.1. 卫 ， 万 的 实 的 Fourier 常数 的 
表达 式 较为 复杂 . 

公式 (3.1. 卫 和 人 .8. 了 相仿, 因而 (rs) 可 称 为 (oj 和 (ay 的 折 
合 ， 与 之 相应 提出 了 一 个 逆 定 型， 

定理 鸣 ， 假 如 与 9 属于 ~ (0),g~ Cg， 是 了 与 了 
的 折合 , 则 rr (ed)， 

由 定理 向 + 属于. 且 

CL nt nD AC Le gO)e-™t), 
此 地 里 边 的 积分 是 PC9)orw 与 9(0)o-" 的 折合 ;因此 由 (1.8.2)， 

让) [fe "ag | goed ond, 


9.9 Riemann-Lebesgue 定理 现在 来 讨论 Fourier 级 


数 的 基本 定理 之 一 ， 

定理 中， 任何 可 积 阔 数 的 Fourier 常数 趋向 于 0. 

此 定理 是 定理 二 的 特殊 情况 . 由 于 它 的 重要 性 我 们 再 给 出 一 
个 证 明 方法 , 我们 安排 这 样 一 个 证 明 是 为 了 获得 一 个 重大 的 推广 , 

定 还 31， 设 了 和 9 都 有 周期 2m， /属于 也 9 展 于 和 和 a 
为 赤 煞 又 wm<a<5<m， 央 当 1->oo 时 ,关于 ai 5， a 一致 
成 立 着 
(3.2.1) ta,b,a,N -|. FO Ta) 9 (0) e980 »0. 


定理 30 是 定理 纪 当 = 一 mr, 8 一 ze 一 0 9 一 1, 入 一 如 时 的 
情况 . 
{i) 竺 设 ?4 一 1， 我们 可 以 认为 %>0， 风 


J ={ f+o) G0 df6 = -| (Orat TE)e™ ad 


一 -{ Fl tat Te)e dg ol), 


8 TIT- Fourier 三 角 级 数 的 其 它 往 夺 
轴 为 改变 积分 展 所 引起 的 误差 至 多 是 | 171a0 在 两 个 长 为 r/X 的 
区 间 上 的 积分 , 因而 它 当 |X|->oo 时 一 臻 地 为 o( 了 )， 所 以 
[3.2 .2 TB| .10+ —f(0+atE)}e* dt odd), 
由 定理 3 (用 p=1 得 到 
(3.2.3) I<$[ (tatE)-f(0+0) |a0tolD) 
=0{D), 

特别 ， 当 &= 一 zx，8 一 x，& 一 0， 和 A 一 时 ， 所 有 积分 都 是 在 
(一 各 zr) 上 的 积分 ， 在 (3.2. 允 中 的 of) 可 以 删 去 ， 因此 我 们 得 
到 |ss| 的 一 个 重要 的 上 界 , 即 


(3.2.4) los 二 | (80+ ) 700) |ae (np 人 0)， 


(i) 不 妨 假 设 了 和 yg 是 实 的 .例如 gEF, 则 gy 一 织 一 委 ， 其 
中 gr、 9s 是 正 的 、 有 界 的 递 降 函 数 . 于 是 J 是 由 四 个 相似 的 积分 
所 组 成 , 其 中 之 一 为 


| .re+aa (byeos38 -ia {fC0+0) cos0d0, 
这 里 4<e<8, 到 而 由 但 推 得 所 要 的 结 梁 . 


3.8 几 个 简单 不 等 式 ”在 本 节 中 我 们 收集 了 几 种 特殊 类 型 
前 数 的 Fourier 常数 的 简单 定理 . 
定 奸 部， 车 f>0, 则 [6| 拟 60, [cs 所 go |b,| < 
定理 驶 . 若 了 为 奇 函 数 , 目 在 (0, wm) 上 >0, 则 | 到 | nb 
这 些 定理 的 证 明 留 给 读者 ; 定理 88 的 证 明 可 用 不 等 式 
|sinnag| <n|sin 9| 
来 完成 . 


定理 38 和 33 在 解析 函数 区 理论 中 有 有 趣 的 应 用 . 
Qi) 很 设 了 (8) =00 十 C12 十 O92 十 … 是 在 ?<1 正则 的 解 村 函数， 又 设 


3.4 ourier 常数 的 数量 级 29 
如 一 & 一 各 和 # 关 0。 则 对 轿 定 的 ”, 芭 沾 足 定理 反 的 条 件 ,因此 ,由 寻 .3.10)， 
有 |0.1r"<2RO。、 令 11 得 到 ; 假如 当 7f<1 时 = 号 Cwe? 的 实 部 >>0， 则 
RCo>0 和 当 mx0 时 jco|<2BCu。 

人 i》 扎 设 了 (8) 一 2 二 C38 二-… 在 上 | < 是 正则 和 单 叶 ” 的 ， 且 其 系数 
均 为 实数 。 稍 加 考虑 即 知 四 局 | 双 一 < 经 过 变换 恬 一 7 映照 到 也 平面 
的 一 个 Jordan 曲线 , 它 一 定 通 过 两 个 实 的 点 , 即 对 应 于 * 一 士 7 的 点 , 并 且 对 
固定 的 r, + 满足 定理 33 的 条 件 ， 因此 由 人 -3.19) 有 | 各 9r。， 仿 了 
得 到 ， 恨 估 玉 -z 十 Oxz2+… 有 实 系数 上 在 |z| <1 是 单 时 的 ， 则 10 sn。 

在 下 面 两 个 定理 中 取 (0, 2w) 为 基本 区 间 较 合适 . 

定理 34， 若 了 在 (0, 2%) 上 递 降 , 刚 刀 之 0 

因为 


qb 3 (2 10)- fH + E40)} smmgag>0， 
定理 中。 车 在 (0, 2w) 上 是 凸 的 和 %#>0, 出 4s>0, 


ne 


因为 了 (十 问 一 Fo) 对 于 每 一 个 正 的 六 是 二 的 递增 函数 ， 记 
以 


LR MG +6)- A +0) 


f+ 和 至-9]| cosng dg >0. 


8.4 Fourier 常数 的 数量 级 。 Riemann-Lebesgue 定理 
指出 , 任何 一 个 函数 了 的 Fourier 常数 趋向 于 0， 这 个 命题 在 某 种 
意义 下 , 即使 对 连续 西数 而 言 , 也 不 能 再 改进 了 ， 因 为 , 假如 (xn) 
是 尾 意 一 个 正 的 弟 降 数列 但 具有 极限 为 0， 我 们 可 以 选取 一 个 趋 
网 无 穷 天 的 整数 序列 几 适合 于 六 ?之 Xa,， 级 数 有 也 记 ?008 和 0 为 一 
致 收 施 ， 所 以 它 是 一 个 连续 函数 的 Fourier 级 数 而 当 n 一 mm 时 4， 
= xn, 


3 如 果 一 个 函数 在 某 区 域内 不 会 两 次 取 到 相同 的 壬 壮年, 称 此 函数 在 该 区 域内 是 
单 叶 的 ， 


3 ITT. jnonrier 二 角 级 数 的 其 它 性 质 
定理 输 . 设 0<a<1， 扔 如 Ft6 二 加 一 A( 站 ,一 0(0|h 关 
于 六 一 致 地 成 立 ,或 者 更 一 般 地 , 假如 对 p> 成立 着 


Mof7+ 及 -7O)-{ 二 三 OG+D -0) lag 
-0(9， 
则 
避 一 站 人) 
因为 由 (3.2. 当 和 (I.5. 本 有 
[ol < +) 0) < M70)}. 
当 0 换 成 。 时 ,有 首相 皮 的 定理 . 
定理 名 ， 依 如 属于 划一 O(n|-， 更 本 于 站 说 , 训 


全 如 设 w>o, 则 
Ce mt 


-| 


rer 


7) Oe 
od 
示 为 , 假 即 0 而 是 产 移 第 ww 个 Fourier 常数 , 刚 由 定理 
27 及 30, 有 jnc,=0 =0(1)， 
定理 欠 . 假 次 了 在 < 一 x, wr》 二 除 于 有 限 个 人 个 ) 名 处 有 中 


续 的 ,又 设 m*0, 出 
(8.4.D m+ Paes -sof FOemmag . 


~) 
ni 
用 划分 积分 区 闻 和 分 部 积分 法 立 妈 可 以 证 明定 理 39. 


3.5 有 界 杰 差 沙 数 31 
定理 和 ， 屋 10- 绵 对 连续 ( 持 草 设 ”有 界 ), 则 
ca=o(|n|), 


这 是 定理 27 及 30 前 另 一 个 推论 ， 


3.6 有 界 变 差 函数 ”通常 我 们 所 研究 的 了 中 的 务 数 或 者 
是 不 连续 前 或 者 是 绝对 连续 前 , 后 者 的 Fourier 常数 为 ofjm| 
可 能 会 认为 了 中 的 冰 数 了 的 Fourier 常数 为 oa 的 必要 充 
分 条 件 是 了 为 连续 ， 但 是 , 事情 不 是 那么 简单 ， 

定理 亿 ， 存 在 着 了 中 前 连续 通 数 , 其 w 关 cfm | ， 


我 们 取 (0, 2m) 为 基本 区 间 , 用 Js Ts Js 了 了 … 
表示 (0，2m) 上 的 “Cantor 的 三 分 集 ” 的 余 区 间 ，I44 是 (之 
各 中， 即 三 等 分 前 中 间 一 个 区 间 ;au Js 是 剩 下 来 的 区 间 
(0, 和 和 (每 w， 3) 的 三 等 分 的 中 间 一 个 区 间 ;等 等 ， 我 们 
定义 (6) 使 在 Fa 上 为 在 I Js 上 上 为 二, 呈 ; 在 Ja 
瑟 .上 为 于， 全 “等 等 ， 这 样 %(g) 除了 在 Cantor 集 的 9 
而 外 对 一 切 9 全 有 定义 ,在 Cantor 集 上 根据 连 绽 性 来 定义 ， 于 是 
(9) 是 连续 的 , 它 关于 9 从 0 增加 到 1 上 且 其 导数 岂 乎 处 处 为 0. 这 
是 六 中 的 连续 但 不 是 绝对 连续 画 数 的 典型 例 于 . 候 设 当 0<9<2m 
时 了 (0) 一 (0) 一 9/2w， 又 设 f(9) 是 周期 阔 数 ， 则 了 (0) 是 中 一 
个 连续 的 同 戎 本 数 . 车 n>0, 则 


(3.5.1) o= 训 | {#6 )- 冯 9 1 lo- m0, 
一 


假如 我 们 能 各 证 明 gp, 不 站 向 于 0, 赔 了 (由 就 是 定理 中 所 要 求 的 函 
数 . 


到 IIT. 了 omrier 三 衣 级 数 的 其 它 性 导 
取 nm~3"， 则 因 多 在 (时 等 w ) 中 为 常数 ， 在 镜 下 来 的 机 
个 区 间 中 有 同样 的 变化 , 所 以 
.5 罗 po rag0) =2f 号 ()， 
又 因 (主人 一 二 四 (的 ， 扩 以 
eed) er re, 
从 而 推 得 pam 一 各 ; 所 以 只 要 证 明知 素 0 就 够 了 .但 $( 站 在 


($7) 
为 常数 , 因此 由 (3.5.2)， 
np.—2(] ,+f ) co db (0) 


=2], {e008+oos (0+$ %)}ap0), 


站 


及 
4 ~ 2 2 
CO 站 十 608 (0+ 7)=200a(0+ om )o08d wm 
2 ”4 
>2009 夺 和 008 可 机 
所 电 


Bp>4008 Br co 他 gg (6) 
~o08 -3 7 co >0, 
中 的 函数 可 以 有 可 列 无 限 个 踊 芭 点 ， 但 了 在 这 些 点 的 取 值 
不 影响 它 的 Fourier 常数 ， 因 此 不 妨 设 对 于 一 茹 9， 


0) = {FO+0) +f(0-0)}; 
那 末 Wiener 曾经 证 得 了 为 连续 的 必要 充分 条 件 是 


3. 几 信 基本 公式 83 
> [ren | =0{n). 
这 个 条 件 特别 当 0=0t]%| 时 是 成 立 的 。 


3.6 几 个 基本 公式 。 ”为 方便 起 见 , 于 此 汇集 几 个 今后 经 党 
用 到 的 有 名 的 定理 . 证明 留 给 读者 . 


首先 ,成立 着 下 列 异 等 式 : 
(3.6. 也 人 g)- 半 Teosg 二 oo826 十 … 十 osol 
_ sin (nt) 日 
2 sin 8 
(3.6.2%) D0) sin dtsin204 +sinng 


cos 训 9 一 oog (n+ 一) a 


» 


. 1 
32sin0 


《3.6.3) F,(0) ~ Do) D1(0) + + DC0) 
__ 工 -costn 十 切 9 
4(nt Dasin? 50 : 


如 果 在 8 二 27r 处 我 们 定义 右 方 使 之 连续 , 则 上 述 诸 式 对 一 切 
成立， 及 
(3.6.4) zf D,(8)a0=1, 二 F,(0)d0—1. 


其 次 , 成 立 着 不 等 式 
(3.6.5) lsn 91 所 18|， lcosb < 


(3.6.0) sin g> 卫 9 (0<0<3"), 


3 IIT， Fourier 三 角 级 数 的 其 它 人 性质 


1 一 oog wr gm (0<6<z)， 


Yo" 


Om 


eo 


“a 

在 (3.6.7), 826x, 0<p<g, 且 和 是正 的 , 它 当 ww 增加 时 递 降 . 
一 个 推论 是 ， 候 如 和 递 降 于 0, 则 对 new 在 每 一 个 不 包含 2 的 
倍数 的 闭 区 间 上 是 一 致 收 伍 的 . 

最 后 , 我 们 定义 du 和 ww 如 下 : 
An A) , 
著 W>0, 则 习 4o=uu 又 车 AP 之 0, 即 设 Quw) 是 同 的 , 则 
由 0， 一， 


且 ， 
(3.6.8) En+1) fe = 5 ,=o. 
这 里 所 有 的 求 和 号 都 是 从 0 到 


3.7 一 个 特殊 的 三 角 级 数 特殊 的 三 角 级 数 
(8.7.1) S(0) = 局 
在 一 般 理 论 中 是 特别 重要 的 ， 
我 们 定义 了 ( 弛 如 下 : 
(8.7.3 TO)- 玛 (9 (0<9<2n), 1(0) ~0, 
而 在 其 它 好 方 由 周期 性 来 定义 。 它 是 奇 函 数 , 在 0 点 有 一 个 跳跃 


天 ， 并 且 是 在 一 个 周期 内 愉 有 一 个 办 路 点 的 最 简单 的 周期 函数 ， 
设 下 及 一 (taw 5 ， 则 an 一 人 而 当 %> 人 0 时 由 分 部 积分 ， 


5 ,一 二 人 (x— sin m0 a9 ~ 


因而 f 的 Fourier 级 数 即 为 电 


~ 


3.7 一 个 特殊 的 宇 鱼 级 数 35 

级 数 昌 对 于 一 切 吕 是 收敛 的 ， 在 任 一 不 售 2x 的 倍数 的 闭 区 

间 上 省 一 致 收 全 的 ， 我 们 将 要 证 明 它 基 有 界 政 伍 前 , ' 更 一 般 地 ， 
我 们 要 证 明 : 设 和 是 ”的 正 的 递 降 函 数 有 ww< 五 , 则 忆 jsin 鹃 


是 有 界 收 伍 的 .不 入 假设 五 =1 和 0<9<w， 于 是 , 记 
> 一 Min(n，[m/6])， 


就 有 
si(0) ~— > $n Bin md = (3 +t) hn sin m0 — si (0) 48 (0) 
(第 二 项 当 v=n 时 是 零 ) ， 此 地 
[sn(0) 1 <0 mmrb <a, 
而 由 {3.6. 术 至 (3.6. 站 有 
0) 1 2 CE CT D1 
去 4 


特 出 , B 为 有 界 收 做 ; 因此 由 定理 8, 它 的 和 就 是 f， 于 是 证 得 
定理 和 狐 ， 级 数 虽 是 荆 的 Fourier 级 数 并 且 有 界 地 收敛 于 了 


区 


= 


这 里 ,定理 各 的 证 明 (用 到 定理 3 用 了 三 角 画 数 系 CT) 的 完备 性 ， 因 此 
用 草 的 方法 能 钱 直 接 求 色 的 和 是 有 重要 意义 的 , 这 种 方法 在 数学 分 析 的 教科 
书 上 可 以 找到 . 例如 , 设 #=re”, ?<1, 0<9<2m, 由 级 数 


log(t 一 区 一 一 * 一 坷 2 一 …， 
取 共 实 部 和 嘎 部 , 用 Abel 定理 可 得 到 


(3.7.3) 3 Sn -到 (ze--9)， D3 id -os 工 


(OH, 
第 一 式 是 定理 把 的 一 部 分 ， 第 二 式 可 如 第 一 式 一 样 求 得 , 但 余弦 级 数 当 
9 一 2hkmr 时 是 发 表 的 , 我 们 必须 证 明 它 在 0,25) 内 是 控制 收 合 的 ， 
一 个 简单 的 推论 是 ， 


(3.7.4) sing+ 末 sin36 二 二 sin 5 十 … 工 wsgng 《一 mdm), 


$sin 二 
sin 寺 9 


86 III， Fourier 三 角 级 煞 的 其 它 性 质 


其 中 sgna8 当日 为 正 , 替 或 负 了 分 别 取 1 0 或 - 革 、 这 个 级 数 是 有 界 收 仇 的 ， 
并 且 是 其 和 的 Fourier 级 数 ， 级 数 的 和 在 所 有 点 4 有 跳跃 ， 它 是 最 简单 的 
非常 数 的 汕 期 阶梯 函数 . 


8.8 Fourier 级 数 的 积分 。 现在 应 用 定理 投 于 一 人 沾 重 
要 的 一 般 定 理 的 证 明 . 
定理 43. 设 f~ (av， b1) 3 则 


(83.8 号 如 -二 | 7) 人 一 的 0 


1 狼 


-立信 f (0) Cragng 一 的 0。 


4 
(8.8.2) FF(O) -| 7 di 一 本 aog 


3 bn bso08 nd an sinng 
I 和 莉 i 奶 - ? 


最 操 一 个 级 数 是 一 致 收 伍 的 ， 


Fo 


品 然 也 (0) 是 周期 函数 且 也 (28m) -0， 又 由 定理 42, 得 到 
no bn 工人 nn me 
(3.8.3) a A 本 
| f(0) (w—0)dg, 


这 就 是 (3.8.1). 

其 次 , 要 证 明 (3.8.2), 我 们 不 护 假 设 go 一 0， 了 (9 十 作为 3} 
的 函数 ,其 Fourier 常数 由 定理 26 知 为 4,t9) 及 BB(9)， 记 以 利 
用 我 们 已 经 证 明 的 了 (8 十 站 一 了 (6+ 站 ,得 到 


> 0 ~ 二 和 (一 习 屋 


一 一 万 @O +) POO+D. 


但 外 分 部 积分 和 (3.8. 人 可见 


如 .8 Fourier 缀 数 的 积分 -87 


1 3 加 1 ar 
zj FOO+D Ye) Fat 


-Oo 


从 而 证 得 (3.8.2)， 
最 后 , 级 数 (3.8.2) 是 一 致 收 合 的 .因为 


< f+)| 风 空 于 


F 


<H([ +| ,fF (OD a 


+a) rd Se 
-+. 
我 们 可 以 选取 5=6(e) 使 {五 <a， 然后， 因为 8B 在 (5, 2x 一 人 
上 一 致 收 仑 ， 所 以 可 以 取 困 ~ 和 (8, s) 一 (s) 使 当 g>p 之 术 时 
zs] <#, 
我 们 也 可 以 将 (3.8.2) 写 戌 


FO) -> sn + bad oo8nd) 一 3 A, (Ba, 


因此 我 们 特别 证 天 了 
定理 狂 ， 任 何 Fonrior 级 数 可 以 未 项 积 分 , 并且 积 分 后 的 名 
数 是 一 致 收敛 的 ， 


(3, 8. 2) 的 “ 复 ” 的 形式 为 
G.8. 仿 BO) -| fu— 9m 加 名 


各 
定理 招 和 特 给 出 (T) 的 完备 性 的 另 一 证 明 ， 因 为 假如 对 一 
其 mr 一 六 一 0 则 五 (外 一 0, 从 而 了 ( 失 =0， 这 个 证 明 当然 要 求 
我 们 不 借助 于 定理 8 而 已 用 初等 方法 找到 了 8S 的 和 . 


假如 在 名 ,7 ,及 的 第 一 个 级 孝 中 用 主 代 络 然后 从 t=0 到 1 一 9 积分 , 我 
们 得 到 


让 TII， Fourier 三 角 角 数 的 其 它 性 质 


ES 1 一 coBrD 1 » 1, 
(号 .8.57 忆 了 一 一 可 到 二 (0<D<s2mr) 。 


从 0 到 积分 第 二 个 级 数 ,得 到 


[ee 人 gin 去 0)a0=0, 


因此 


二 乔 Tm 
{3.8.6) 人 boot9dg- 一 | Iog gin B ads= 3 rlog2. 


8.9 -一 个 基本 的 收效 定理 。 “我 们 可 以 用 定理 39 和 定理 43 


得 到 一 个 关于 Fourier 级 数 的 收敛 定理 ， 它 在 一 般 情况 中 已 经 够 
用 ， 
定理 够 ， 设 了 (0) 济 尽 定理 89 的 条 件 , 则 其 Fourier 级 数 有 


a 


收敛 于 了 (0)， 
由 (8.4. 力 推 得 (在 形式 上 ) 
Eo ow > a 马 工 ni- 用 尽 婚 ee, 
其 中 加 为 产 的 Fourier 常数 . 因为 产 属 于 ,由 定理 43 可 知 最 
后 的 级 数 是 一 致 收 伍 的 ， 右 边 第 二 项 可 以 写成 


工 总 g 全 和 ng 一 交 
去 字 


这 个 级 数 是 有 界 收 伍 的 ; 在 其 和 的 任何 连续 闵 区 间 上 为 一 致 收 伍 ， 
且 在 名 有 和 


$C) = hE 0) + 0)}. 
再 由 定理 8 即 得 本 定理 ， 


3.10 共有 递 降 系数 的 级 数 当知 为 正 欧 县 单调 递 降 起 
于 0 时 ,组 数 


3.10 具有 递 降 系 数 的 级 数 路 


(0) 六 ht 人 ho08ng, (8) Thsinng 


在 任何 区 间 0<5<0<2xw 一 86 上 一 致 收 做 于 和 曾 数 了 (8) 与 yg(9); 
对 所 有 收 敏 , C 或 许 除 玉 8 一 2kar 外 才 收 敏 ， 它 们 具有 不 少 肥 
趣 的 但 不 很 明显 的 性 质 ， 耿 能 称 杂 际 秽 述 ， 因 吕 为 恨 函 数 面 及 为 
阁 函 数 ,所 以 我 们 只 要 考 大 寿 知 KG 其 

定理 6， 你 如 了 ( 束 力 再 朱 5， 迪 男 俩 扩 ( 芒 凡 的 
Fourier 级 数 . 

这 是 第 YII 章 中 要 证 明 的 相当 惟 深 和 =~ 般 宕 草 (定理 100) 的 
一 个 推论 ， 可 是 对 于 这 些 特殊 的 级 数 丰 在 着 简 革 的 证 明 . 

(2) 对 于 任意 图 定 的 %， 琴 为 由 (3.6. 嫩 ,， (3.6.6) 和 (3.6.7n) 


有 
Si A sin ngsin me | Sm by xsiang| 
np n=p 

< 
可 如 
所 以 sinng sin m6 在 《0 mw》 上 一 臻 收 襄 ， 且 其 和 为 
8 人 in 
因 直 
号 【= 。 
对 | gg)sin m0 OB = hm. 


(i) 同样 用 (3.6. 语 的 第 二 个 不 等 式 ,我 们 看 到 
Fh eos m0) + Eh co0snd (1— cos nd) 
一 致 收 伍 于 六 护 红 一 sosrnag) ,所 以 
二 | Fag 一 全 | Po)eosm8 胡 -oj 


令 m00, 用 定理 30, 我 们 看 到 ( 先 对 思 =0, 然后 对 一 般 的 mn) 和。 
是 了 的 芭 阶 Fourior 常数 ， 


re ppp Fr pe ct 


如 TT。 onurier 三 角 级 数 的 其 它 性 质 
定理 好， 设 


(3.10.1) 


则 避 和 名 汐 Fourier 级 数 ， 对 手 8, 这 个 条 忻 也 是 必要 的 ， 


a 


设 全 一 到 No 二 Ass 则 


. sm 可 而 
Rl M+ ETD 宇和 佑 
并 < ， 妃 2 1 
TE 
1 
一 本)jo+ 4 


所 以 ,假如 了 / (十 蕊 实 9<m 二 和 六 一 二 好, 则 有 


em 于 1 op 
h= 工 和 二 总 hero No 十 ba Ld + A 
2 1 2 1 3 


| < 十 党 < ze 
in 工 8 
名 
jlalag=Sf al 


< {ts (E+1) hy:} 


吃 镍 G3 ho+24). 
假如 gy 导 于 工 ， 划 由 定理 咎 各 (3.8. 了 得 到 4<co， 下 面 的 
定理 表示 当 4 一 -co 时 怠 也 可 以 是 Fourier 级 数 . 
定理 48， 假 如 X, 是 西 的 , 则 了 是 >0 的 与 可 积 的 , 且 C 为 了 
的 Fourier 级 数 . 
此 时 加 产 0， 折 ,之 0， 和 后 , 产 0， 作 两 次 和 莽 变 换 ， 利用 
(3.6. 直 和 (3.6.3) 得 到 , 当 0<D<2r 村 ， 


83. 具有 递 降 系 数 的 级 数 ( 续 ) 41 


CD) 一 去 )o- 和 aeosg 十 … 十 jcosng 


-到 了 二 和 (人 )6+7 sin (n + 三 )g] 


2 sin 


-二 了 Ah -co8(h+DDD 
sn 


A, 1— e006 (nf) 


。 ， 工 
4sin 可 2sip 5 


最 后 两 项 当 mw->cc 时 趋向 于 0, 因而 


f (0) 一 一 一 宫 人 3,{1 一 cos(n 二 了 级 
4gin3 站， 


荐 一 个 正 项 级 数 ， 所 以 了 (9)>0, 且 由 (3.6. 人 和 (3.6.8) 得 到 
foa- 号 mr 人 lo08(n+1)0 
sin# 二 如 
-去 D3 Gat1) An- 于 mu， 
因此 


ca。 呈 打 (3 生 的 


是 一 个 Fourier 级 数 . 定理 条 表明 相应 的 正弦 级 数 就 不 是 
Fourier 级 数 ， 因 为 logm)” 是 发 数 的 ， 这 些 例子 特别 重要 ， 


a 


数 . 


83. 入 ”具有 递 降 系 数 的 级 数 ( 继 )  ” 痢 略 地 说 ，#3.10 中 的 
定理 关系 著 了 和 的 可 积 人 性， 另外 还 有 一 些 关 系 到 它们 的 有 异性 


程 TI， Jourier 三 角 缀 歼 的 共 它 忻 质 
和 连续 性 的 定理 . 

假如 一 个 三 角 级 数 是 一 致 《有 界 ) 收 误 的 ， 册 其 儿 为 连续 (有 
界 ) ， 我 们 将 在 86.3 中 证 明 当 级 数 共 有 有 正 系数 时 道 命 题 亦 真 , 到 
此 ， 对 于 这 种 级 数 ， 级 数 的 一 致 (有 界 ) 收 全 筹 价 于 其 和 的 连续 (有 
界 ); 特别 , 对 于 我 们 现在 的 级 数 避 和 BB 这 是 真 的 .从 而 推 得 , 假如 
了 为 有 界 ， 则 入 收 俩 ， 且 此 时 人 一致 收 敛 调子 为 和 连续、 关于 咏 
和 gy 有 更 多 的 可 说 , 我们 将 在 $6.8 独立 地 前 明 它 . 

定理 鲍 ， 设 8 药 和 为 连续 (有 界 ), 则 8 为 一 致 (有 界 ) 收敛 ， 
条 件 
(3.11,1) mom) [hm0(n-] 
对 于 名 的 一 致 (有 界 ) 收 分 性 或 者 对 于 8 的 和 的 连续 性 (有 界 ) 都 是 
必要 与 充分 的 . 

我 们 只 证 明 关 于 连续 性 的 一 部 分 , 关于 有 界 性 部 分 ”证 明 相 
类 位 且 更 为 简单 ， 我 们 只 要 证 明 (3. 坟 .了 对 于 一 致 收 合 性 是 充分 
的 而 对 于 连续 性 是 必要 的 

(i) 假设 和 一 0 和 = [wf 多 ， 我 们 选择 请 使 当 n 宕 六 
时 [nko <8, 并 取 9g>p> 入 ， 假 如 Pp 所 <q, 则 


UTh sinng = + D+D,, 
Ea 于 下 十 
起 
[0 | < Pr < be ms, 


[Us| Mr coseo 志 OE OE K+) he, 


从 而 | 了 1< 十 蕊 8， 假 如 4 或 4<p， 那 末 对 了 :或 Vs 作 同 
样 的 考 趾 也 得 到 一 样 的 结论 ,因此 在 任何 情形 下 , IU|< 人 十 功 8 
从 而 8 一 狼 收 仑 ， 


2 一 部 分 己 经 在 E8.7 中 般 以 证 朋 。 


3.19 Cibbs 现象 后 
人 假如 当 830 时 g->0, 则 
F008nd) ~| g(a000). 
但 当 0 一 二 大 时 ,由 (3.6. 的 知道 这 个 和 至 少 是 
202 


SA ~ Sn 
(1—cos nd) > 了 多 


因此 和 一 0 全 一 0 全) 


8.12% 可 ibbs 现象 设 久 (9) 是 了 的 Hourier 级 数 的 部 分 
和 ,所 诈 了 在 处 的 Gibbs 集 是 指 , no0 而 8 经 过 适当 的 数列 站 
于 时 , sr 全 一 6 的 值 全 体 ， 我 们 也 可 到 定义 为 

. Lms8, (t+) 一 

的 5 信和 全 体 , 其 中 (8) 为 使 加 屯 0 利 ?一 5 而 一 cog 所 oc 的 数 
列 ， 显 然 , 从 定理 30 和 连续 性 的 考虑 ， 人 bbs 集 是 一 个 在 限 的 或 
无 限 的 区 闻 《hn, p>. 

特别 , 假若 了 在 包含 < 的 区 间 内 除 掉 而 外 是 连续 的 , 在 这 
点 有 了 杯 牙 4 了 区 十 从 一 了 A 愉 一 站 ,看 


FO ~3 {FE +FE-0)), 
了 的 Fourier 级 数 在 此 区 闻 内 收 证 于 了 ， 则 
—cooumnef<f<m 人 oo, 
其 中 了 和 了 表示 了 (E 土 0) 中 的 小 省 和 大 者 ， 很 自然 地 会 希望 由 
和 m% 刚好 十 了 和 f, 但 我 们 将 看 到 ， 邯 使 在 最 简单 的 情形 也 未 必 
如 玫 . 
我 们 首先 考 臣 特殊 级 狼 S， 此 时 于 妈 为 (3.7.2) 的 而 2 一 0， 


FE ODE Et) = dm 


4 和 fTI，。 Fourier 三 角 级 数 的 其 它 性 质 
我 们 不 妨 假 设 加 是 正 的 .于 是 


a sinmhs fr 
(8.12D) (一 一 (Swosmg )ae 


息 


最 后 两 项 趋 于 0 (第 二 项 趋 于 0 是 由 于 定理 31) ， 而 当 ru->a 于 ， 


和 1 、 
go 上 袜 人 5 国 人 和 全 cf 过 纪 as 


最 后 一 个 积分 是 正 的 ( 除 掉 4 一 0), 它 在 4 一 (站 十 Dx 时 取 极 大 ,在 
6 一 好 r 时 取 报 小 ; 又 在 c 一 c 时 是 可 它 的 绝对 极 大 值 为 


(3. 地 .3) 6- 加 一 1.85> 立 7 


因此 f 的 Gibbs 集 是 以 原点 为 中 心 的 一 个 长 为 29>w 的 区 间 ， 


转 到 一 般 情形 ,我 人 记 


(8.12.4) g(0) =f0) 2D p00) E06), 
从 而 

gO IO =E E+D+FE-0). 
于 是 


3#. 地 介 bbs 现象 是 


g(E40) ~f(E40) FE dEtO + EO0)} ge), 


因而 9 宪 连续 .现在 假设 ,如 最 简单 情形 记过 到 的 , 9 的 Fourier 
级 数 在 的 一 个 邻 域 内 一 致 收 俩 ， 则 对 于 9g, mm(Et+ 有 一 g()， 
而 9 的 Gibbs 集 由 这 一 后 所 组 成 。 从 而 对 了 而 言 ， 当 加 下 0 和 
Ri 一 > 必 时， 


SE+h) > FS (E+D + (EO0} 
E10 -7CE-9 [sn a, 


而 了 的 Gibbs 集 是 一 个 以 各 {7 络 +0) 十 了 芭 一 四} 为 中 心 长 为 


24Gfz 的 区 间 ， 
我 们 在 86.7 中 还 要 讨论 这 个 题目 . 


TIV， ourier 级 数 的 收 伍 性 ， 


&.1 引言 ”关于 特殊 类 型 的 函数 的 Fourier 级 数 的 收 伍 
条 题 我 们 已 经 证 明了 一 两 个 定理 .在 本 章 中 我 们 将 对 收敛 问题 作 
系统 的 研究 . 

先 纵 一 个 初步 的 注释 是 适宜 的 .“ 逆 你 问 题 " 初 看 起 来 是 理论 
的 中 心 问题 和 最 自然 的 问题 , 并 且 它 是 最 先 被 认真 讨论 的 , 但 在 以 
后 的 研究 中 却 失去 了 很 多 重要 性 。 一 个 级 教 可 以 在 很 多 意义 下 
“ 殉 敏 ， 而 Qanehy 的 击 典 意义 只 是 其 中 之 一 ; 又 有 些 收 倒 意 义 ， 
如 第 开 章 的 “ 强 收 伍 和 第 V 章 的 “ 求 和 法 “ 同 生成 函数 的 最 明显 
的 特征 有 着 更 自然 的 联系 . 

我 们 以 (9) 或 (0, 用 表示 包 (f) 的 部 分 和 ， 写 
41D $$0, DHF)+FO-). 
当 纪 (十 0) 存 在 的 时 候 ( 鲍 如 , 在 连续 点 和 跳跃 点 ), (7) 的 “自然 ” 
和 为 由 十 及 ， 作 为 二 的 函数 虽 ( 的 的 了 Fourier 常数 由 定理 36 可知 
为 4.(9) 和 0; 而 了 的 在 -9 的 Fourier 级 数 就 是 $() 在 1 一 0 的 
Fourier 级 数 ， 后 者 是 余弦 级 数 ， 这 个 注释 使 我 们 能 够 把 Fourier 


级 数 在 点 站 的 收 敏 问题 归结 到 一 个 余 嘴 级 数 在 点 2=0 的 特殊 情 
形 . 


有 .2 Fourier 级 数 的 收 全 问题 。” 我 们 有 
(4.2 0) ~ f+ m0 )d 


1 
四 sin (n+ 二 仁 一 的 
™ sin (1—0) 


和 .2 了 ouriar 级 数 的 收 帝 问题 47 


1 
1 fs sin (n+ 可 
一 一 . 0 dt 
a $ ) Fn 工 ; - 
2 
名 震 
=2 | $0, dD, 
其 中 了 (的 是 在 (3.6.1 中 定义 过 的 “Dirichtet 核 "、 特 别 当 
7 的 一 时 , 对 一 切 m 和 (0) 一 0 于 是 由 (4.2. 匡 减 去 e 得 到 


(4.2.2) 5(0)—c~2[ ga) D, (Das, 

其 中 

(4.9.3) gli) =$(0, -~o= 妆 {f+D +F(O— 9 20. 
此 地 * 可 能 依赖 于 05. 


定理 挫 . 要 使 得 了 (四 的 Fourier 级 数 当 t= 时 收敛 于 其 


(2 和 Te »D=-| gl) dt-%0, 


其 中 ge(#) 由 (4.2.8) 定义 , 8 为 图 定 ,， 0<8<w", 而 入 是 一 个 赵 
向 于 无 穷 大 的 连续 参数 设 吾 是 使 6: 一 el0) 为 有 界 的 点 集 ， 要 使 


a 
+ 


+ 


根据 (4.2.2)， 0) 于 


2 fy (ot) gi 2 ‘(os T)sin (nt 3) 


， 1 
T ea 
+ 二 | 3) dt, 
2sin 1 


* 今 府 假 车 在 一 个 定理 中 出 现 其 有 这 种 性质 的 5 时 , 我 们 就 设想 它 是 很 小 的 , 并 
且 将 不 往 以 0<3<w。 甸 (内 以 后 常 写 成 9(0 或 简单 地 写作 g。 


a8 TV8 fourier 级 数 的 收 敏 性 
由 定理 31， 最 后 丽 个 积分 是 ol 丧 ， 关 且 在 使 6=o(9) 为 有 界 的 任 
何 集 上 是 一 致 地 o(D) ， 因 此 are 等 价 于 了 (8，o nm 二 下) 一 0， 
而 剩 下 来 的 只 要 证 明 可 以 将 # 十 去 欣 以 和 ， 但 是 ， 假如 ma 一 去 < 
<n+ 吉 而 

于 
则 (sin m6) /t 在 (0, 3) 上 递 降 , 从 而 存在 一 个 r=r(00，0<r<8， 
使 


ff sinM—sin ( -各 ) t 


， &=—2f 9 SH cog vt di 


ap | yo08 rtas 


最 后 的 积分 在 使 c 为 有 界 的 任何 集 上 是 一 致 地 0(). 

象 此 地 一 样 ,以 后 时 常会 遇 到 这 样 的 情况 , 即 对 有 关 s,(9) 下 
敛 问题 的 主要 定理 可 补充 以 有 关 一 致 收敛 性 和 有 界 福 的 定理 ， 人 出 
如 , 当 定理 的 条 人 忻 在 一 个 使 ce( 提 为 有 界 的 区 闻 中 一 致 成 立时 , 收 
伍 成 为 一 致 收效 。 我 们 以 后 对 这 些 补充 语 一 般 不 给 出 完全 的 证 
明 , 有 时 世 不 再 明显 地 叙述 . 
和 一 个 4= te), 使 得 当 》> 4 时 7 (n, e ie. 

因为 此 时 


[7 (8, 6 di<etlfy pM 虽 |， 
从 而 由 定理 时 ,得 到 


Wn), 0, 用 | <e+lim|| ys 和 过 出 ~8, 
nn 


最 后 给 出 通常 称 为 “Riemann 局 部 性 定理 ”来 结束 本 节 . 


Es 


4.3 在 一 点 的 连续 条 件 给 
的 性 态 . 
这 当然 包含 在 定理 阳 和 大 之 中 ， 因 为 6 是 任意 的 ， 而 站 在 
(9 一 6, 0 十 信之 外 的 数值 是 没有 影响 的 ， 


4.3 在 一 点 的 连续 条 件 ”我 们 将 发 现 , 一 般 的 收 化 判别 法 
含有 两 种 类 型 的 条 任 , 其 一 为 “连续 条 件 ” 在 不 同 的 判别 法 中 变化 
不 大 , 另 一 种 是 随 判 别 法 而 不 同 的 较 尖 锐 的 条 件 ， | 

设 函 数 中 的 只 定义 于 近 0 假如 (有 趋向 于 极限 放 十 从 ， 则 
称 O0 “在 i=0 连续 ” 因此 我 们 可 以 定义 0) 为 天 十 四， 当 
有 (4) 在 一 个 零 沫 上 改变 时 , 这 种 意义 下 的 连续 性 可 能 被 破坏 , 但 这 
样 的 改变 并 不 影响 菌 数 和 的 Fourier 级 数 。 因此 在 这 个 理论 中 ， 肯 
然 杰 去 考虑 更 一 般 形式 的 连续 性 . 我 们 此 地 考 虞 两 种 扩充 意 头 下 
的 2 器 的 “趋向 于 六, 

假如 当 i->0 于 ， 

(4.3.1) HO =| hl du ob), 
我 们 称 h 坟 平均 地 ->0， 假 如 | 有 人 | 平均 地 ->0, 即 假如 
(4.3.2) 古人 -| .ala-oG， 


出 称 天 的 强 平均 -*>0。 显然 (4.3. 罗 含有 (4.3.1 ,但 反之 不 真 ， 

应 用 到 Fonrier 级 数 ，7G 取 为 由 (4.2.8) 所 定义 的 多 他， 
假如 对 于 某 个 (8)，# 的 满足 (4.3. 了 或 人 4.3. 仿 ， 我 们 将 称 太 人 
对 4# 一 9 满足 如 或 (这 里 大 写 荆 是 关于 |4| 的 强 条 件 ). 

显然 , 7 的) 在 连续 点 或 跳跃 点 必然 满足 Lo 从 而 满足 其 中 
c=$(+0)， 但 尚 有 更 多 的 场合 可 使 上 述 条件 满 足 ，Lebesgue 曾 
经 证 得 ， 如 果 f EL， 又 ef9) 是 对 于 几乎 一 切 8 为 有 限 的 任 一 函 
数 , 则 对 于 几乎 一 切 6， 


子 | [OH —al0) |du>|f (6) —a(0) |. 


50 IY、 了 ouriez 级 教 的 收效 性 
特别 推 得 在 ce 一 Fo 时 了 几乎 处 处 满足 三 (从 而 满足 外 .我 们 将 


用 二 入 表示 这 种 特殊 情形 的 工 和 名. 
假如 记 满 足 (4.3.1), 则 


(4.3.3) | OR do(D). 
因为 这 个 积分 是 
ra d (型 蔚 )w- -| of)0(2) =ol). 
显然 用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 假如 4 是 任意 正常 数 , 则 
(4,3.4) 及 OR ns d=0(l) 
对 0 之 而 世 嫩 委 4A 一致 地 成 立 ， 
现在 如 在 己 .3.3) 中 到 天 一 %， 且 将 此 钳 果 与 定理 中 合并 , 我 
们 得 到 
定理 一 ， 设 7(G 于 1-9 满足 ,又 设 
(4.3.8) I(8, 0, -| gD 时 六 


则 s( 鲍 一 的 一 个 充分 条 件 是 : 应 该 有 这 样 一 个 (a) 和 4(s) ,人 司 


a 


[Ti(8, o, MI<et | in nt a +|f's ,| 


而 由 (4.3.8) 和 定理 3L 得 到 
lim |7 (8, o, MN) | <a. 


.4 Dini 判别 法 Fourier 级 数 收 仑 的 最 简单 欧 判 别 法 
是 Dini 的 结果 . 


4-5 有 界 变 茎 酒 歼 : Jordan 判别 法 51 
定 还 经， 假如 对 于 某 个 o 全 ge 人 EK， 则 假如 


和 


4 (0 0)}. 
这 大 定理 矶 的 一 个 直接 推论 ， 因 为 可 选择 使 贷 |J] < <e#， 本 
定理 也 可 直接 由 公式 (4.2.2) 推 导出 来 , 
-作为 更 特殊 的 推论 , 我 们 有 
定理 站 . 潜 对 c>0， 
(4.4.1) fID FO ~ O00#®), 
则 的 Fonrier "级 数 在 i 一 9 处 政 敛 于 19) - 箱 别 , 当 产 {外 存 


a 


.5 有 界 变 差 落 数 ，Jordan 判别 法 下面 是 美 于 了 中 
函数 疯 一 些 定理 , 我 们 需要 一 个 预备 揭 不 等 式 ， 设 于 是 太 中 一 函 
数 , 加 (十 D7 一 0, 用 (后 ,如 表示 为 在 开 区 间作 ,要 ) 的 全 变 差 , 则 


(45D iO MHP,0, 8) (0O<r<8)， 


我 们 可 以 把 六 写成 1- 太一 和 ,其 中 证 和 入 分 别 是 天 在 
(0， 如 上 的 正 变 差 和 负 变 差 ，h+ 和 太 是 增加 函数 ， 且 加之 0， 
条 0 (十 上) = 厅 (0) 一 0, 以 及 甩 十 太一 玫 (0, 坟 ， 于 是 


本 下 好 对 |- ht+ (8— 9[ 甸 sin 对 四 


-re-o 人 时 


其 中 r<Y<8 上 式 并 不 超过 吾 世 (0, 8) ， 同 再 可 以 用 于 有 ,从 
而 推 得 (4.5.1)， 
定理 印 ， 著 由 (在 (0, 5) 上 属于 了, 则 5(0)->p(+0)， 特 


duls 


增 TIY， Fourier 角 数 的 收敛 性 


级 数 在 t=9 处 收 化 于 于 {fF (8+0).+f (0— 0)}. 

这 是 Jordan 判别 法 ， 本 定理 由 定理 碟 和 (4.5. 妖 立即 可 得 ， 
因为 当 h=gwce=$(+ 人 而 足够 小 时 769, 0, 入 1HVy 00, 9) 
< 

一 弃 收 分 或 有 界 收 分 的 判别 法 在 此 地 更 为 重要 ， 今 分 别 报 述 
如 下 ， 

定理 哆 ， 潜 了 在 (ae, 态 上 属于 亚 ， 站 Fourier 级 数 在 (G, 5) 


的 任意 内 闭 区 间 《9 ， 8 上 有 界 收敛 于 二 {F040 +O 0}. 


a 


Pi 


着 9 属于 a, ,5), 则 当 0<t<3 时 足够 小 )， 9 上 :也 属于 
(o, 四， 又 当 hg 和 一 玛 {f(9+0)+f(9 一 0)} 时 J (0, 9) 
Vyla, 耻 ， 于 是 由 人.5. 活 及 定理 50 推 得 定理 的 第 一 部 分 . 

假若 了 还 是 连续 的 ,我 们 取 =g。 和 c 一 f(9)， 可 以 选取 一 个 
与 9 光 关 的 88), 使 得 对 < 5b 的 一 切 98 有 P40, 6) <s; 这 就 
证 明了 定理 的 第 二 部 分 ， 本 定理 包含 定理 是 ， 

则 该 辕 到 这 一 节 的 判别 法 和 $4.4 的 Dini 判别 法 有 着 基本 
的 差别 。 Dini 判别 法 是 一 种 严格 前 点 判别 法 , 它 只 告诉 我 们 在 点 
fm0 处 级 数 是 收效 的 。 但 著 了 在 包含 # 一 0 的 一 个 区 间 上 为 有 界 
变 差 , 则 了 在 包含 任何 邻近 点 的 某 个 区 间 上 羡 属 于 六 ,从 而 这 个 级 
数 在 包含 i=9 的 某 区 间 上 为 有 界 收 但 

若 上 是 三 中 函数 j 的 一 个 孤立 不 连续 点 ， 则 他. 切 . 和 中 9 的 
Fourier 级 数 在 奉 近 上 处 是 一 致 收 伍 的 ， 固 此， 由 8$3.12， 的 
Yourier 级 数 在 处 对 现 Gibbs 现象 . 

定理 般 给 出 定理 4 和 44( 因 而 得 到 三 角 函 数 系 的 完备 性 ) 的 另 一 证 明 ， 


因为 了 了 (9) 为 绝对 连续 ， 从 而 省 然 是 连续 的 并 有 卫 是 有 界 变 差 的 ， 所 以 它 的 
Fourier 级 数 


+. Tebesgao 判 荐 法 68 


瑟 Ao— THB, 08 nf — a Hn nd 


为 一 至 收 黎 ， 置 0 一 0 得 到 二 3 宇和，， 


4.6 Lebesgue 判别 法 我 们 最 后 介绍 前 是 由 Lebesgue 
首先 给 出 但 经 Gergen 改善 的 判别 法 . 

定理 丰 ， 若 于 t= 满足 fo， 又 对 某 个 固定 的 6, 当 有 > 二 0 
时 ， 

* [BETD BD 

(4.6.1) 人 df_>0, 
则 #6). 

应 谈 厦 到 在 (4.6.1) 中 芍 儿 可 以 斤 以 es 因为 go 二) 一 名 的 
与 6 无关. 

由 定理 路 , 上 只要 证 明 

ImI(8, ec， A ein Mat—o(l), 

这 里 A 一 xw/%， 我 们 可 以 攻 变 I 的 上 限 为 十, 下限 为 34, 而 只 其 
一 个 误差 ol 了); 第 一 个 改变 是 显然 的 , 又 第 二 个 或 变 可 由 (4.3.4) 
验证 ， 然 后 写 1 二 入 代替 4, 得 到 


一 一 | 2 了 sinhtdtfo(D， 


将 工 的 两 信 表 达 式 相 吉 , 就 推 得 
(4.6.2) TI 2 和 MXw+og 


-主人 了 sin Mdt 


+L. 5 Hs gin MAat+o(1). 


此 地 由 (4.6. 了 ,第 一 项 不 超过 
下 [g(tth) — 9 | d=0(l) 
和 7 


er 


4 IY。 Foarier 级 数 的 收 你 性 
因此 只 要 证 明 
”gf 有 
(4.6.3) P= | 了 sa-o09， 
今 没 
(4.6.) Pp- (fr) nd Put Ds, 
于 此 
F - 遍 | 2 包 Sin Mt at, 
其 中 天 < 一 2 UC 3.4)， 0 0 又 


Pa -| A snndi= -| Gy 5 ss 


而 且 以 代替 8 一 和 时 误差 为 otl)。， 假如 我 们 已 作 这 个 代 换 ， 代 
入 (4.86. 攻 , 记 住 访 =0( 入 , 热 后 取 卫 的 两 个 表达 式 的 平均 , 就 得 
到 


Sm nt dt, 


[0 A ， 
P-3 下 | 1 放 - [于 大 | sin Mdé-+ oN) 
- -PhPtol) 3 


其 中 


gt — g(th) 
5 全 隐 2 sin Mt, 


_f 多 ; 
Pp- | sr rany sn Med. 


此 地 ,出 性 .6, 了 )， 
[Pi< 直 及 = (0 | 及 =o0 


因此 只 要 证 明 Ps 一 o() 就 足够 了 
现在 假设 象 $4.8 中 定义 所 二 那样 米 定 义 和 二， 则 
(2) ; 
| OETAT To St 
G (6)sin ;8 | | 全 } 


CT fF UT GFR 


4.7 一 致 收 分 的 其 它 判 唱法 上 
这 里 积分 由来 的 项 是 O0D ， 又 因 了 满足 了 故 日 只 一 oD, 并 且 


[ | A+) 
所 以 最 后 一 个 积分 是 


| 


从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 


定理 58 的 证 明 颅 费 局 折 ， 恒 如 我 们 取 


| 及 对 二 有 _ got) 一 3 
(6 区 | 十 2 |a 0 


作为 候 设 来 代 符 (4.6. 攻 , 那 未 由 (4.6.2) 的 第 一 行 就 得 到 I->0、 这 个 候 设 只 
能 对 e 的 一 个 值 被 满足 ， 可 以 证 朋 这 个 假设 包含 着 ,当然 也 包含 ,从 而 
(4.6. 晤 自身 是 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 


+o(| 县)-o09 


&.7 一 致 收 雍 的 其 它 判别 法 ”到 现 在 为 上，Lebesgue 判 
别 法 是 范围 最 广 的 政和 敛 判 别 法 ; 例如 可 上 证 明 它 包含 Dini 判别 法 
和 Jordan 判别 法 。 它 明 然 有 着 很 大 的 广泛 性 , 但 是 它 的 缺点 是 条 
件 不 够 明朗 化 , 它 不 具有 子 的 任何 自然 特征 . 

不 难 由 定理 中 推 得 一 个 关于 一 致 收 竹 的 有 趣 的 判别 法 ， 

定理 克 . 着 在 一 个 开 区 闻 内 一 致 地 成 站 着 


QTD HH 有 -fg)1-o(og AT) ， 
则 Fourier 级 数 在 这 个 区 间 的 任 一 内 闭 区 问 上 一 致 收 化 于 了 (8). 


a 


由 于 了 一 致 地 满足 8 又 ( 设 太 是 正 的 ) 在 任何 内 闭 区 间 上 一 
致 地 成 立 着 


『 人 入 二 和 多 | do {(10g 二 上 时 | 一 人， 


h 


这 个 定理 特别 有 趣 ， 因 为 如 果 (4.7.1) 只 对 特殊 的 8 成 立 ， 那 末 
(4.,7.1) 还 不 能 保证 Fourier 级 数 在 乡 处 是 收 伍 的 . 


总 IVY， fourisr 绵 玖 的 收 伍 性 


4.8 共犯 级 数 对 于 在 (1.2.9) 和 在 81.8 中 定义 的 “ 共 
辊 级 数 ”他 ( 了 ) 而 言 , 有 着 类 似 于 以 上 各 节 中 所 证 明 的 定理 . 应当 
记 住 ,如 在 8 3.10 中 我 们 已 看 到 , 共 思 级 数 本 身 不 一 定 是 Fourier 
级 数 , 又 即使 它 是 Fourier 级 数 , 我 们 需要 的 是 用 了 来 表达 的 它 的 
收敛 判别 法 . 
我 们 记 全 (有 ) 的 部 分 和 为 (四 或 09, 让， 写 着 

‘4.8.1) PDP = ft0 + FO, 

则 由 定理 26, 由 的 Fourier 常数 为 0 和 2B,(0); 灵 当 t=8 时 ， 
7 的 的 共 辐 级 数 就 是 雪山 (人) 在 t=-0 的 共 辐 级 数 ， 已 灿 的 共 饭 


级 数 是 一 个 余 蓄 级 数 . 
什么 是 到 ( 方 的 “天 然 的 ”和 ， 这 不 是 一 望 而 知 的 。 我 们 将 看 
到 它 是 


1 亚 1 
(4.8.2) 7(0) 一 起-| (0, 有 cot td 
lf 1 
-lm 壤 |, Ye, Dot 二 th 


这 里 积分 在 原点 通常 是 “Cauchy 积分 这 个 积分 本 身 在 这 一 意 
义 下 是 否 存 在 是 一 个 问题 , 有关 这 个 问题 将 在 第 VI 章 中 再 讨论 . 
在 本 章 中 我 们 只 考虑 以 下 的 差 . 

(4.8.3) 6.(0) =%(0)—F(0) 


3.(0) 一 a yb， 六 eof 六 td 


而 不 考 典 了 (外 或 所 (90) ， 我 们 会 发 现 , 对 应 于 每 一 个 m(9) 的 收 伍 

痢 别 法 ,有 一 个 总 (9) 的 收敛 判别 法 ; 如 果 再 加 上 了 (9) 的 存在 性 ， 

那 末 (四 将 趋向 于 了 (9), 从 而 得 到 全 (站) 的 一 个 收 仑 判 别 法 . 
显 热 , 7(9) 在 f(0) 的 屿 联 点 上 是 不 可 能 存在 的 .我 们 将 看 到 在 这 种 点 

上 六 (0 的 “天 然 ?极限 是 84, 其 中 

(4.8. 人 4 B=—{y+log mr) /mr, 

?为 Bujer 常数 , 3 一 站 (十 的 是 屿 跃 ， 人 前 如 ,于 6 一 0 处 考虑 级 数 


4.9 ” 共 厚 级 数 的 收 乱 问题 
04.8.5) TC(0) =sinO+ 计 sin30+.…, (0) =oosg 二 可 sos39 十 …。 


此 时 由 (8.7 多， 了 C9) 了 msgn0 (一 w<0<wm)， 网 而 p(t) = 0， 而 由 
= 于 =(0<t< 中 ， 很 明显 ,7(0) 收 敏 于 %(+0)=0. 又 


3 
四 和 1 _1 1 1 
(4.8.0) 0)~， 习 太 二 一 训 10em+ 雪 log3+ 雪 7+o0D)， 
而 
le 1 1 ml 1 ， 
也 GD) ~ 了 上 ,oot 吝 069 训 Pe sn 剖 一 五 1ogn+ 豆 Iog +0(D， 
所 以 


2.(0) Hy +log nm) =Bd. 


常数 请 没有 特别 的 意义 , 其 入 决定 于 (4.8.3) 中 积分 下 限 是 否 取 为 rj。 
如 取 为 af, 那 未 旧 就 成 为 (y+Iog 的/m, 


.9 共 固 级 数 的 收效 问题 。 共 示 级 数 的 讨论 与 Fourier 
级 数 相似 ， 但 较为 复杂 ， 这 是 由 于 ,09) 及 古人 人 间 的 区 别 以 及 
85509) 在 跳跃 点 的 发 散 性 ， 此 地 
(9.D GD- B60) = Fsinm(i—0)dt 


= 过 ” f+ sinmt at 
1 


一 亚 


COY 计 + -oos(n+ 豆 ) 


工 T 
-| .7(9+0 一 了 od 
sn —# 
名 
1 1 
加 Cog +t—009[n 二 + 
-| 00 一 (下 dt 
2r Jo sin ls 
加 区 


1 fs 1 
= 元 | 由 8， Deot Bt(1— cosnt) dt 


+ 去 |@ 站 sinntet 
2 jo 


艇 了 区 ， ourier 级 救 的 收费 性 
最 后 一 项 为 o(1)， 特 别 , 加 了 (外 是 导 .8. 同 中 的 级 数 及 9 一 0,， 则 
由 一 部 w 而 和 (0) 由 (4.8.6) 纷 出 ;及 以 


(4.9.2) 苷 3 Ye2%+ 吉 7 一 闻 帮 aot 于 8--eogndt-oCH)， 
设 4=d(2， 以 2/ 慰 (4.9.2), 再 从 人 .9. 耻 减 去 之 , 记 
(4.9.3) gu) (0, Dd —d—f(OtD FOD 
网 得 到 


(4.9.4) $0) — (log 2n-+y) 


-去 上 galt) oot 二 t(1—cosnt)at+o(D)., 
因此 , 如 果 训 (四 由 (4.8.3) 定义 , 就 有 
(0) — © (log 2n-+y) 


一 站 | 00H 讲 工 xd 一 cog nd) dt 


1 1 
-去 | 9 cot 二 ti engntadt— R+o(l), 


其 中 
df 1 二 ,WW 
B= 在 90 于 一 元 logsin ~ 
~ (log 2n— log sr 十 Di 
所 以 
1 [sm 1 
(4.8.5) (0) — 2 Foot 6(1—eosnt) 
志 上 | 3eot 寺 ieosntdi-HoCD 
Zr 入 


我 们 可 以 如 网 讨论 84.2 中 的 《4.2.2) 一 样 来 讨论 (4.9.5)， 
而 把 xw 换 以 诗 o0t 涩 : 换 以 二 以 及 nn 换 以 连续 的 A， 这 样 ,我 
们 得 到 


4.10 共 固 级 数 的 收 伍 浏 曙 法 59 


定理 6@0， 要 使 
(4.9.6) ,0) >Ad, 
其 这 要 条 件 是 ， 存 在 一 个 周 定 的 8 当 和 >o0 时 ， 
9D II, dW-) KD Pa 


于 a(t) 208 好 人 dix0 
zl “ 


下 列 条 件 是 充分 的 ， 分 对 应 于 每 一个 正业 sz D478) 与 4 一 
(8), 使 得 当 和 >A 时 , 1 了 7 (1, 4, 和 )|<s. 
我 们 可 以 加 上 一 些 条 件 使 得 六 (9) 在 使 &=a(0) 有 界 的 集 上 
为 一 致 收敛 或 一 致 有 界 ;但 有 关 共 办 级 数 的 一 致 性 问题 留 给 庶 者 . 
包 (9) 的 收 伍 性 如 同 5 那样 只 依赖 于 靠近 0 处 了 的 函数 值 ， 
从 而 名 的 收 伍 性 也 是 这 样 ， 但 子 的 值 与 瓮 ( 放 的 和 自然 依 吉 于 了 


的 一 切 值 . 


&.10 ” 共 软 级 教 的 收 襄 判 别 法 还 有 一 些 对 应 于 §4.3 钢 
命题 以 及 相应 于 $4 4.4 到 4.5 的 种 种 判别 法 ， 

如 同 在 $4.3 定义 加 和 工 那样 , 取 =94 可 以 定义 记 和 和 学 s 
车 满足 (4.3.1), 风 


(4.10.1) f° 0 站) 


证 明 与 以.3. 约 的 证 明 相似 ， 于 是 我 们 得 到 
定理 人 Ll， 若 了 ( 介 对 t=9 满足 i 又 


(4.10.2) fc8, a, er Sa) 好 本 


a 


>4 时 Yen, a @, A | 8, 
这 类 似 于 定理 路 《不 包含 一 致 收 伍 的 部 分 )。 类 似 于 定理 列 
有 缉 的 是 - 


人 0 IY。 Fourier 级 数 的 收 褒 柏 
定理 领 ， 若 对 某 个 4d, 后 19402 EK， 则 
G0) —»Bd, 5.0) — (log 3 十 访 一 去 | ga (ty) o0t Bdt. 


落 二 8 为 一 跳跃 点 , 4 必 为 了 (8 二 0 一 9 一 0 ， 著 i 一 9 为 一 连 
续 点 ,4 必 为 0 于 是 加 (的 -0 而 和 (的 一 六， 
定理 68， 车 小 (#) 在 (0, 8) 上 为 有 界 变 养 , 则 
G0) Bh( +0). 
叉 著 了 (8) 存在 , 则 兴 ( 十 人 ) 一 0 而 全 (f) 收敛 于 了 (9)， 
定理 62 可 由 定理 他 推 得 ,也 可 以 直接 由 (4.9. 钻 推 得 ， 定 更 


人 的 证 明和 定理 兄 的 证 明 相 似 , 但 还 要 用 到 一 个 不 等 式 ,就 是 
fa YE asl HV,0, 5) (o< 过 <r<5. 


此 外 , 还 有 与 定理 58 基 似 的 定理 

这 里 加 上 一 个 将 在 第 Y 章 中 用 到 的 注 。 着 

HO = 人 da 
使 用 Canohy 意 尖 (关于 名) 看 在 , 则 
HO = 人 seoau= 上 | wH'(Wau=tHd) -| Heoau=-oc， 

因此 下蛋 ) 满足 (4.3.1)。 若是 (8) 依照 Lebesgue 意义 存在 ， 则 天 伏 满 足 
《4.3,2) .在 这 些 情形 下 , (4,10,1) 可 以 换 成 
(4.10.3) fn di=0(D), 


.11 8,(8) 和 名 (9) 的 数量 级 。 条 件 五 入 对 于 c= 了 (的 
和 #4 一 0 是 几乎 处 处 满足 的 ; 但 重要 的 是 要 知道 , 单 从 这 些 条 性 , 关 
于 ss(0) 和 和 8,.(9) 可 以 说 些 什 么 . 

定理 执 ， 者 了 满足 工 , 出 
{4.11.1) gn(9) =0(l0g n). 
阁下 注 是 I, 由 
(4.11.2) $a 0) ~ /mt log mn, 


4.t9 在 连续 点 的 发 散 性 61 
特别 ，s(9) 和 和 (9) 对 于 几乎 一 切 9 都 是 olog 中， 
(1 置 总 一 8 一 %， 则 
| hE) 一 ne id|< 人 | ED gc HF Cm +] 池 


gn 
«0 0) +| G) 三 一 flog n). 


{2) 置 有 = 名， 则 以 cosmt 代 sinnt 进 行 同样 的 论证 得 到 
da (0) =—0(log n), ,有 


1 1 
去 | weot 豆 tat= 起. gaeof 可 t 赴 也 | cot 二 i. 


相机 风 这 让 表明 第 一 个 各 多 ollog%)， 而 第 二 个 积分 的 潮 近 式 
为 (d/or)logn, 

(4.11. 仿 的 锥 论 二 ，( 了 DD 共 施 级 数 在 跳跃 点 发 散 于 土 ao，(2) 
一 个 函数 当 它 的 Fourier 常数 为 vn) 时 不 能 有 跷 腾 点 . 


4.12 在 连续 点 的 发 散 性 究竟 形 如 加 或 五 的 连续 条 人 忻 
是 否 本 身 也 是 使 其 Fouriez 级 数 收 伍 的 充分 条 件 ， 这 荐 以 前 很 长 
时 间 内 没有 解决 的 问题 (如 果 是 那样 的 话 , 那 末 我 们 证 明 的 一 些 定 
理 就 几乎 失去 了 它 的 全 部 意义 )， 
， 定理 个， 存在 着 函数 ， 它 的 Fourier 级 数 在 连续 点 是 发 散 
的 . 
我 们 假设 六， 为 一 个 不 小 于 8 的 奇数 ,又 
(4.12.1) to=1, yy = NiNg Ny, ar>0, 
BAeo, tr lop Nr—>0o, 
例如 gr=7 了 而 mw 一 9" ， 则 所 有 条 性 均 被 满足 ， 我 们 在 《0, w》. 上 
定义 大人 如 下 ， | 
FO =0, FO msinnt /sinr ， 
畔 设 fF 为 个 的 冰期 函数 ， 于 是 了 在 《一 mm 上 连续 ， 而 在 任 
何不 包含 0 的 部 分 区 闻 内 为 月 界 变 差 ， 因 此 它 的 Bourier 级 数 在 


[0 六 。 Fourier 级 数 的 收 襄 性 
任何 上 述 区 闻 内 为 一 致 收 化。 我 们 征明 它 在 0 点 是 发 散 的 . 
为 此 只 要 证 明 当 有 >ce 时 ， 
TH = fd 00. 
今 
Th) Da 亿 ~ pt gs— Sa, jh) 
= (+R, 
其 中 全 ( 丰 包含 "天 的 一 切 项 车 ?天 #， 则 
j= all eno tg 


Wry 


1] 全 C08 起 
全 外 多 1 证 du, 


其 中 8 为 土 4 而 UV; 是 下 述 四 数 之 一 : . 
ime—| rim tr) rt) 
Tr ’ hr —1 : 4 ? #1 . 


因为 对 于 一 切 7， mw/m-s>8, 上 述 诸 数 都 不 小 于 各 “因此 刘 ( 太 
是 一 至 有 界 ;从 而 8( 且 为 有 界 ， 
方面 


1 fm: 1 -00g2 re -去 > bog HW” 
Ea 二 3. EP t Y= 3 0g 一 2 EE 祝 du, 


而 最 后 一 项 为 有 界 。 由 (4.12.1) 推 得 oxjx( 丰 >oo， 从 而 (4 妈 王 


eo, 


4.13 就 范 直 交 系 的 Lebesgue 函数 。 定理 665 是 一 个 更 
为 一 般 的 定理 的 特殊 情形. 

设 ($B 为 一 个 在 (a, 下 上 的 实 的 就 范 直 交 系 , 又 设 对 此 系 f~ 
(0,) ， 了 的 nn 阶 Fourier 多 项 式 是 


G13D) (co = FD Tb bo 


4.18 ”就范 直 交 系 的 | bsagne 函数 63 
-| (WD Ba (4, dy, 
其 中 lw, 芒 一 宇 pr(@pm 护 ,车 11<1, 则 


13.29) Isl 用 | IB, Wl y=p 0). 


我 们 称 p(2) 为 (pw) 的 Lebesgue 函数 . 


和 


假如 了 (0 一 Sgn 办, 则 由 (13.D 和 (4.13.2),8n 力 
一 Pnt2) ， 这 个 函数 是 不 连续 的 , 但 很 明显 , 对 了 作 适 当 的 连续 通 
近 , 我们 可 以 找到 一 个 连续 沙 数 了,, 使 得 


{4.13.9) If C0) | 1, 3, (4, 7>> 宁 由 扣 ) 


我 们 对 每 个 吕 作 这 样 的 逼近 . 若 有 一 个 六 的 Eonrier 级 数 在 2 
为 发 散 ， 那 束 定 理 就 已 经 延明 了 、 因 此 我 们 假设 每 一 个 六 的 
Fourier 级 数 是 收 繁 的, 比如 说 收 分 于 7。. 


现在 我 们 定义 卫 () 如 下 ，; 
.13. 少 FO = Tarfn(®), 
其 中 
{4,.13. 印 - oc, Sco, 2 - 


例如 ;我们 可 以 置 &=7™*， 于 是 耳 为 达 续 , 而 其 Fourier 级 数 可 
由 (4.13. 和 9 中 各 项 的 Fourier 级 数 作 形 式 上 的 和 来 得 到 . 
用 归纳 法 选取 Wy 吉 下 ， 已 给 Ny Nay ”人 -1 末 以 选取 ry 舍 


Kl 
(4.13.6) epa?o0, Sarly! < ap 
1 
又 因为 
让 一 kl 
sl > pf a )> 人 pa 


84 TIT。 Fourier 级 数 的 收 笋 性 
我 们 可 以 假设 ms 这 样 大 ,使 


(4.13.7) (sal, 号 of) <2 马 erp | yn, < 亏 Op ， 
同样 , 由 (4.13.2) 和 (4.13. 友 有 
(4.13.8) so(%, ef) pm pa < Gepr, 


最 后 , 由 .13,3)，(4.13.7) 和 (4.13. 引 推 得 


1 ， 
sm (Tt, PF) 8 (TD, cinf mm) -二 ap- 亏 Gpm> Grpny >00, 


从 而 了 的 Fourier 级 数 在 2 点 是 发 散 的 ， 


4.14 三 角 沙 数 系 (了) 的 Lebesgue 常数 。 对 于 实 的 三 角 


通 数 系 ， 

w 1 

1 gin (wt 到) (tf— 2) 

Pn (Ct) 一 37 | . ”下 of 

。 sin Bun 

] ™ Sin (nt) 

a I dp 
sin 二 

0 2 


与 2 无 关 ， 我 们 称 ps 为 (了 ) 的 第 n 个 Lebesgue 常数 . 
定理 的 ps~ (4/ma)logs. 
事实 上 ， 


pr 地 |sin nt 00 stoognt | 
mo 2 


1 "sinntoot | _ 
到 | | 加 meot St|as+0(D) -oo+0GD， 


其 中 
oo 二 人- dt =) | du. 


J To 


和. 了 三角 衣 效 系 ( 瑟 的 TI6pengae 常数 


但 十 站 
| lsd gu 2 sinu du—- 4 


Wns 和 
因此 
pr On (4/ or) Iogn. 
由 于 ps->oo, 定理 铭 和 全 给 出 定理 88 的 劝 一 证 明 . 


re 
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VY. ，Fourier 级 数 的 求 和 


5.1 引言 ”第 IV 章 的 一 些 定理 建立 了 种 种 自然 的 和 拓 
广 的 函数 类 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 问题 ， 但 是 它们 都 有 着 严重 
的 局 限 性 ， 首 先 ,在 §4. 二 我 们 已 指出 , f(s) 的 Fourier 级 数 在 了 
的 连续 点 未 必 上 收敛， 其 次 (虽然 我 们 还 未 证 明 )，Fourier 级 数 不 
一 定 几 乎 处 处 收 人 证 ， 因 此 自然 要 问 ,在 发 散 级 数 的 近代 理论 中 ,是 
否 有 常用 的 求 和 法 对 Fourier 组 数 的 求 和 更 为 有 效 ? 

Fejér 于 1904 年 在 这 方向 首先 前 进 了 重要 的 一 步 ， 当 时 他 指 
出 ,在 f(D) 的 连续 点 5 


os 站 一 让 本 合作 用 二 (0 f) +e tO, f)} 


收 侣 于 (的 ， 稍 后 ，ELebesgae 证 得 几乎 外 处 有 on(f, 站 > (9). 
这 些 结果 表明 ,算术 平均 求 和 法 (通常 称 为 (CO, 了 求 和 法 ) 对 普通 
收 人 证 失效 的 两 个 基本 点 是 有 成 效 的 ， 因 此 在 Fourier 级 数 的 理论 
发 展 中 指出 了 一 个 转折 点 。 Poisson 则 在 此 以 前 很 多 年 就 用 了 现 
在 所 调 的 “Poisson 法 或 “Abel” 法 或 A- 求 和 法 来 求 Fourier 级 数 
的 和 ; 但 是 他 的 观点 是 完全 不 同 的 , 他 的 观念 缺少 现代 理论 要 求 下 
的 严密 性 . 

一 种 求 和 法 , 藻 能 使 任意 的 可 积 函 数 沁 9) 的 Fourier 级 数 几 
平 处 姓 以 了 (为 和 , 则 称 为 "Fourier 有 效 ”， 因 此 , 假若 并 (为 
其 和 , 则 广 =f, 且 记 的 Fourisr 级 数 与 了 的 相同 ， 吾 则 的 话 , 就 
会 得 到 一 列 不 同 的 函数 ， 广 是 了 的 Fourier 级 数 的 和 , 访 是 户 的 
onrier 级 数 的 和 ， 等 等 。 对 于 Fourier 有 效 的 求 和 法 来 说 ， 记 ， 
万 ，… 都 是 相同 的 ， 


5.2 线性 的 正则 求 和 法 景 重要 的 求 和 法 是 线性 的 . 


5.& 线性 的 正则 求 积 潜 嫩 


Toeplits 首先 对 这 称 求 和 法 进行 了 系统 的 研究 ， 因 而 我 们 称 它 为 
全 方法、 给 了 一 矩阵 

(am,n) ) (m0, 1, 2, 一 时 2, "os 
我 们 对 数列 (as) 定义 变换 ze 
5 .2.1) Tu— Bane. 


我 们 假设 所 有 这 些 级 数 是 收 敏 前, 着 当 my>oo 时 ， 
{6.2.2) . Tm 
则 称 m 有 工 -极限 为 8, 或 称 m 是 (T) 收敛 子 s, 记 作 
(5.2.3) 8{T), 
我 们 也 将 称 方法 工 对 于 (sy 是 有 效 的 。 显然, 83x30T) 和 如 HT 了 3 
获 富 着 48, 十 Bl->A8 十 BiKT);， 这 是 线性 方法 的 一 个 特征 ， 车 
Crr 王 和 (人 天 mi) 而 gm.o 一 革 ， 则 和 一 am， 区 时 下. 收敛 即 为 普通 的 
收敛 - . - 
以 后 经 常 考 由 无 穷 级 数 的 部 分 和 序列 ， 
,2. 有 一 0 十 响 二 和 … 二 
车 有 工 航 限 为 5 则 称 
记 W 一 Uo 十 考 十 ** 

为 CT) 可 和 于 8, 而 称 了 为 级 数 的 一 种 求 和 法 ,写作 
上 .有 .号 0 十 诅 十 从 十 光一 红 ) ， 

车 中 求 和 法 佑 每 一 个 收 但 级 数 可 和 于 原来 的 和 , 即 s-33 滥 会 
着 am 一 smD， 则 称 了 为 一 正则 求 和 法 ， 使 了 为 正则 的 om 的 条 
件 是 Toeplits 找到 的 ,我 们 现在 将 他 的 结果 般 还 成 下 面 的 定理 . 
人 
(5.2.6) Bn— Bowsl <B, 


= 


人 8 了 ， 了 onrier 级 数 的 承 和 
以 及 
(6.2.8) rm— Dena, 
这 些 条 件 的 必要 性 是 指 , 如 果 它 们 不 被 满足 , 那 来 一 定 存在 著 
级 数 收 化 于 8, 但 不 能 用 工 求 和 法 求 得 8， 我 们 附加 如 下 的 事实 : 
(1) 最 初 丽 个 条 忻 已 是 够 保证 当 sr>0 时 有 Tm->0 
(二 ) 车 mnw20 且 为 实数 ,由 
lim ww<lim Tn<<lim Tn lim sd 
(i) 车 再 有 ?7m 一 34， 则 
Min mE Tn Max 3, 
这 里 “Min> 和 "Max 表示 对 所 有 m 的 下 界 和 上 界 . 
Gv) 车 om.。 中 尚 舍 有 参数 而 这 些 条 件 关于 mm。 中 的 参数 一 
至 地 成 立 , 则 这 些 结论 也 一 致 地 成 立 ， 
变换 人 6.2.3 依赖 于 整数 参数 和 m。 有 时 为 方便 起 见 圳 用 到 具 
有 连续 参数 7 的 变换 +(7), 这 里 7? 趋向 于 co, 0, 1 或 者 其 它 的 极 
限 ， 由 参数 所 引起 的 差别 是 不 重要 的 ， 因 为， 例如， 当时 
x (7) -x4 与 对 任意 收 仑 于 1 的 数列 rm， 当 W>o0 时 T(re 迪 -33 是 
完全 一 样 的 ， 特 别 , 定 理 68 中 的 m 换 成 + 时 , 这 定理 仍 成 立 ， 


5.3 (GC, 力求 和 法 以 及 及 - 求 和 法 我 们 以 后 经 常 要 用 的 
是 这 两 种 标准 方法 中 的 一 种 . 


(1) 著 qman™= 


| (At Cm,a=0 (Pm), 


刘 
| 一 部 十 入 十 "十 8 
7 十 1 
我 们 称 此 蒜 为 (C, 必 求 和 法 ， 因 aozz0 旧 7m 一 1, 所 以 这 个 求 和 

法 是 正则 的 ， 
(2) A- 求 和 法 依赖 于 连续 参数 *， 后 者 从 小 于 1 的 正 获 趋 向 


Um, 


5.9 (二 求 和 法 以 及 站 - 求 和 法 69 
于 +， 车 
Grn on) (Tr), 
则 当 了 sw* 收敛 时 ， 
TT), 
我 们 立刻 可 以 证 明 此 法 满足 定理 68 的 条 件 (连续 参数 的 情形 ) , 因 
面 是 正则 的 。 这 是 考级 数 连续 性 的 Abel 定理 的 实质 . 
级 数 当 (0, 了 D 可 和 时 一 定 是 入 可 和 于 同一 个 和 ; 但 A- 求 和 
法 更 为 有 力 . 
(8) 我 们 需要 对 下 列 两 个 特殊 级 数 


(0) 到 -reosg 二 oos26 十 …， 
(8) sinO -4sin 20 + *) 


求 值 cm 和 or)， 进行 直接 计算 ,对 C0 求 得 


2 1 二 
5.3.1) co mT DalO) 


1 3 
-可 二 了 | 


(5.3.2) olr) 一 吝 Tg Pl, 0); 


对 于 日 求 得 
(5.3.8) co 5.0) 


1 1 工 in {m+1)0 
-于 oot 计 9 和 一 co 人 0)， 
(Qein30) 


”ng 
{5.83.9 cor) i D). 


在 台 3.10, 3.11 中 我 们 用 和 0 表示 别 的 级 数 ， 


1 村， Founrier 级 数 的 求 和 

从 而 扒 得 不 论 哪 种 方法 使 0 之 和 为 0; 使 8 之 和 对 不 是 2z 的 
倍数 的 任何 9 为 于 oot 去 9, 而 在 每 一 个 不 包含 2 的 倍数 的 闭 区 
间 上 求 和 是 一 臻 的， 显然 
(6.3.5) Fa 20, P(r, 0) >0, 


(6.3.6) 工人 Fn(0)d0=1, 二 | Plr, 0)a0~1, 
5.4 尺 - 求 和 法 及 其 核 。 今后 我 们 始终 假设 是 线性 的 正 
则 求 和 法 ,但 为 便于 应 用 起 见 ,还 要 加 以 限制 ， 我 们 假设 对 于 每 一 


个 税 成 立 着 


{5.4.1) 之 "| co <. 
这 种 方法 称 为 入 - 求 和 法 记 D,( 四 的 变换 为 
min (n+ 至) 8 


(5B.4,2) KO) = Pom,n I = Dan.Da (0), 
" 2sin 了 DO 


瑟 w 人 gb 称 为 的 核 ; 记 了 人 的 Fourier 级 数 在 t=0 的 部 分 和 的 
变换 为 
(6 .4.8) Tm td) — tm 0, f)— Dens td, f) 

-i Bons FO+DD,(D, 
则 
(5.4.49) (全 -二 | fF (OTD Ea td 

~ $0, Ew, 
这 里 所 以 可 以 逐 项 积分 是 由 于 

[MFG+40 1 lam. 1D, 0 Da 


<B(at¥) lan fe 


5.6 ourier 级 数 在 连续 点 或 岗 暑 点 的 求 和 71 
收敛 的 缘故 . 
-类似 于 秀 4.2, 4.3 的 收敛 判别 法 ， 我 们 可 由 5.4. 包 推 得 关 
于 fourier 级 数 的 求 和 判别 法 ， 基 了 =1, 则 对 一 切 %n 有 =1, 和 
Ga 一 也 Onsn 一 Yo， 所 以 


(5.4.B) 二 人 Kn (Dal, 

且 由 定 更 红 , 对 于 任意 的 正 数 8, 关于 日 一 致 地 成 立 著 
(5.4.6) 人 pa 

从 而 由 求 和 法 的 正则 性 ,关于 6 一 致 地 成 立 着 
(5.4.7) 站 ar- $bD, di_»0. 
特别 ， 

.4.8) jaa. 


合并 全.4. 本 双全 .4.8) 与 十.4. 全 ,得 到 
(5.4.9) zm(0) -= golt) Kn (Ato(D), 


其 中 got 如 他.3.3) 所 定义 最 后 我 们 看 到 , 对 于 任意 丽 定 的 6， 
在 使 ce( 四 为 有 界 的 集 上 , (5.4. 纺 是 一 致 地 成 立 的 . 

定理 69， 要 使 1() 的 Fourier 级 数 在 16 为 (T) 可 和 于 
必要 充分 条 件 是 ， 对 于 某 个 正 数 8， 


(B410) TC8, 0, m) 下 golt) Kn lt) dt—>0, 
车 赴 ,4.10) 在 使 * 一 c(2) 为 界 的 革 集 上 一 至 起 成 立 ， 则 在 至 
上 的 站 伍 是 一 致 的 ， 


CE 


相当 于 定理 69, 自然 有 相应 于 连续 参数 的 定理 ， 


#5.5 于 ourier 级 数 在 连续 点 或 同 跃 点 的 求 和 下 述 定理 
因此 若 将 (8, 提 换 以 表 (9 十 和 ,站 和 ha->0, 绪论 仍旧 成立 。 


3 于 。 了 ourier 级 教 的 求 和 
的 第 一 部 分 是 这 个 题 篆 的 基本 定理 之 一 ， 
定理 0， 假设 村 是 一 个 民 - 求 和 法 且 有 不 依赖 于 mm 的 五 ,使 


和 


(5.5.1) 2 人 IR ate HH, 
则 
(i) 当 $(+0= lim {Ff + 十 fF(0— 引 } 存在 时 ， 级 数 


se 


豆 1 {Gg+0) +f 0—0)}s 
(ii》 更 一 般 地 ,车 jn->0, 则 在 连续 点 有 


(6.5.2) wm 0+ ln) ->f (9), 
而 在 跳跃 点 有 


Ce 


(5.5.8) wn (Ot hn) —T {FCO+0) —f(0—0)} (~ En lO) 


-> {Ff (0-+0) -+7 660-0) 
i 者 了 在 闲 区间 <%, 9> 上 连续 , 则 级 数 在 《a, 和 上 一 致 地 


FE 


mp 


和 

Gy) ON< Mea OL | iO lad zf oes 
这 里 豆 与 6.5. 了 中 的 值 相 则 ; 以 及 
0) (DD. 

由 伯 .4. 辐 推 得 , 假如 对 于 一 切 m 与 纪 成 立 着 尺 n 人 0) 密 那 
未 条 件 (6.5.1 被 满足 特别 由 于 (5.3. 玉 ， 可 知 (5.5. 了 ) 对 于 
(0, 及 A- 求 和 法 是 成 立 的 ， 由 本 ,4. 转 ,如 关 1. 

(1) 着 $+0) 看 在 ,: 设 cm 由 (+0); 我 们 可 以 选取 <5 使 

[gs 的 1<s(l 引 < 只 .所 慨 由 多 .5. 攻 和 俐 .4 站 得 到 


5.5 pourier 级 数 在 连续 点 或 跳跃 直 的 求 和 ?3 
bE Ei 
17 08, 0, mle) | 下 AG RO ds 


<F rHetol)y 


从 而 推 得 (5.4.10)， 
(站) 设 / 在 9 连续 而 hw->0, 则 当 jl <8(e)，m>> 了 (es) 时 ， 
[$0 th Df (0) | 
(0+hntD + 2 (0) | < 
由 (5.4.4), zn(6+hm) 一 了 (0) 为 
二 人 {$f ORndtt 2 gEn di SO Eadstold), 
这 里 第 一 项 和 第 三 项 由 (5.4.7) 和 全 .人 .8) 趋 向 于 0， 因此 
[rm + hn) ~ OO) | < Ent) dt odd) <HetolD); 


从 而 
Tm(0 + hn)—>f (0) ， 
于 9 为 跳跃 点 ,我 们 可 设 


FOE OFO) FO-0} 
和 Wm>0。 字 着 4 一 (9+0) 一 f(9 一 0 以 及 
9 乓 一 /的 -< 及 -GO -8O 
(如 8 3.12 那样 消去 不 连续 点 ) 那 未 9 在 9 连续 ,所 以 
人 .5 和 mm 各, 0+9(0) = {FO+0) +F(0 -0)]}. 
同样 
Ta(Ot hn, BD = ZE mdi, 


其 中 由 (5.4.4); 


4 蒜 。 ourier 级 数 的 求 和 
z= 去 NCES WE 


= (nf (hm 有}， 
所 以 , 当 ha 很 小 时 ， 
x (wh) (0<t<he), 


do 
YT rm (hn tr). 


因此 
drm— hn) 人 
G68) rath, D— ee ) Roadt— | Eat 


这 Nm 
-| Edtto(l)s 


由 个 .6. 人 和 .5. 症 推 得 全 .5.3). 

Gii) 著 了 在 ls, 砂 内 连续 (从 而 为 一 致 连续 ) ,我 们 可 以 用 i) 
的 论证 , 得 到 对 zn(9) 一 (9) 是 一 至 的 。 关于 有 界 性 的 证 明 是 相 
似 的 且 更 为 简单 . 

(iv) 由 5.4. 区 推 得 


[nO Ef FOTOTEG) lo, 


而 两 个 不 等 式 (其 中 第 一 个 只 有 当 了 EL” 时 才 有 意义 ) 力 是 上 式 
的 推论 ， 最 后 ; 我 们 可 以 选择 一 个 连续 函数 了 "(6), 使 得 对 于 每 一 
个 # 成 立 着 


.6.0 OF) POH 0 GO ~f*(0) lae 
< 万 <s. 
因此 ,根据 5.4. 仿 ，(5.5.6) 和 (5.5. 攻 ， 


ln, 用 一 mm 人 ,让 [< 二 | (GAN 一 PTR 全 la 


-一 


5.6， 几 字 处 处 可 求 和 ?5 
(6.5.7) | ra 人, 及 -mm 人 f°) 1d0 


< 于 |。 [EK»l la FO+D -fF 0+ la Se, 


由 (5.5.6) 和 (5.5.7) 得 到 

[lnk0, f) -70) la0 < lv f°) ~f° 0) [db +20. 

但 由 ,rm(6, 了 一 了 (四 一 致 地 成 立 ; 所 专 对 于 他 关于 人 ， 
| ba, 站-7G)1agsae. 


(5.5.1) 中 的 积分 乃 是 “ef- 求 和 法 的 Lebesgue 常数 ?它们 
的 有 界 性 也 是 使 定理 70 成 立 的 必要 条 件 : 如 果 它 们 不 是 有 界 , 屠 
末 我 们 可 以 象 $4.18 中 所 说 的 办 法 构造 连续 函数 ， 使 其 fourier 
级 数 不 常 是 (T) 可 求 和 . 
我 们 已 经 看 到 , 当 区 (信之 0 时 (5.5. 了 ) 是 满足 的 ， 此 时 , 用 
证 明 人 的 方法 可 以 证 明 ， 
lm $(0, ) < lim rm(9) Slim rn(0) lim $0, . 


又 著 *m 一 1 和 对 于 一 切 98 有 << 外 所 开 ， 则 Tw() 专 对， 这 
些 条 忻 ( 或 者 其 变形 ), (0, 与 A- 求 和 法 都 是 满足 的 . 


8. 几乎 处 处 可 求 和 条 件 全 .5. 卫 不 能 使 我 们 证 明 相 应 
的 求 和 法 在 §5.1 的 意义 下 是 “Fourier 有 效 ” 的， 我 们 在 下 述 两 
定理 中 对 玉 。( 人 加 上 了 更 强 的 条 忻 . 

定理 乱 ， 设 了 T 为 一 民 - 求 和 法 ,又 设 
(5.8.1) a dE dH, 


那 末 对 于 满足 


(5.6.2) D0) —[ gw du 


76 YY， fourier 级 数 的 求 和 

( 即 当 了 满足 条 件 厂 时 ) 的 任意 9， 成 立 着 mm(9)->e， 特别 对 于 上 
乎 二 切 包 有 

(5.6.8) Tm(0)—>7 0). 

由 5.4,1) 和 (65.4.2) 推 得 ， 区 mlD 或 许 除 了 原点 以 外 都 有 
连续 的 导数 ， 也 容易 证 明 当 用 五 十 五 代 埠 五 时 全 .6.1 蕴含 着 
{65.5.1). 

现在 假设 定理 中 的 条 件 是 满足 的 ， 我 们 可 以 选取 3 使 得 当 
0<is5 时 || 所 et， 因此 


Tl8, 0 mm) ~ gO En 
一 (0) En 8) -SOEs 
由 (5.4. 多 和 (8.6.6) 得 到 
[KG) |<< 去 及 cosoo 直 3< 二 /86. 
因此 
17| < 到 到 =BeTe|. Khldt < (B+ H)e, 
从 而 推 得 结论 . 
我 们 将 在 以 后 看 到 , 和 - 求 和 法 满足 全 .6. 功 ， 可 是 了 D 求 和 
法 则 不 然 , 所 以 定理 71 不 能 证 明 (C, 了 ) 求 和 法 为 "Fourier 有 效 ” 
为 此 各 要 另外 的 定理 ， | 
定理 2， 设 T 为 一 区 - 求 和 法 ,而 


(6.6.4) | 区 (起 | 生灵 wm， 
其 中 下 “(或许 除了 原点 以 外 都 是 绝对 连续 的 , 又 
(6.6.8) .4 (| 三 二 五， 
则 当 


(5.6.6) "(0) ~ lg duold) 


上 5.7 flourier 级 数 的 如 ,力求 和 17 


了 (9)， 
首先 我 们 注意 


EWES(m) -| EE dr< Rom) + Hi He, 
因此 ,车 选取 使 当 0<i<8 时 | 外 必 | 所 st, 则 
76, 0 ml eh Ign af lg 的 TEL 
~0°(0) EC) -| oD EY Ot 
<olHstef i|R* (I< He, 
其 中 吾 - 豆 ! 十 吾 :， 从 而 定理 证 毕 . 


5.7 ourier 级 数 的 (0, 力求 和 。 由 (5.8. 和 作 .4. 人 0， 
(0, 了 求 和 法 的 核 为 Fw( 旭 ; 由 机 .3.6), Fn( 人 满足 性 .5.1)， 让 
外 , 它 在 (0, mw/ 为 OCm) 而 在 (rm/m, 轴 为 0(m-f). 这 给 出 
它 满足 (6.5. 二 的 另 一 证 朋 , 同时 指出 县 有 正 数 五 使 


(5.7.D) i ri. 

由 于 . 

7 时 d a 
(6.7.2) | a la rr 2 <2. a[ ey ? 


从 而 , 2。 也 满足 定理 72 的 条 件 . 
. 定理 3. (0, 二 本 共和 帮 罕 轩 70 积 72 的 条 件 。 特别 ， 


a 


耻 点 为 (0, 1) 可 和 于 本 tfO+O 上 7G- 0)， 而 它 在 任何 连续 
的 徊 区 本 上 一 到 可 求 和 地， 人 


= 


a 


由 了 Oo GO 加 


78 人 rourier 级 数 的 求 和 
重 蓝 的 是 注意 到 | 了。 人 不 满足 定理 了 1 的 条 件 ， 事 实 上 ， 
.ol 1 
int 十 m+l)icos gt 


Ft I I 
4sin =t 2Cm+ Dein st 


所 以 对 [tlE%l i 第 二 项 的 积分 为 有 界 ， 弄 第 一 项 积分 相当 于 84.14 中 


Lebesgue 常数 的 倍数 . 
在 应 用 定理 70 的 人 i) 时 ， 为 方便 起 兄 假 设 mh->2, 此 地 一。 碟 4 起 吕 。 
闭 末 记 着 于 =m+1, 就 有 


.1 了 .。1 
im in Mt 2 Dm 全 要 本 Mt 
, TT dt to 
2 


0 
同人 ) mu+ocD= -人 ( 严 

因此 , {5.5, 名 成 为 

CE 


*) au +00),* 


| + 二 TO 一 71-0 { (SE) a 
特别 当 a= 品 时， 
{5.7 .六 " Ga dTh OT+ON 
(EE 时 积分 有 值 二 =)， 

方程 65.7, 和 9 在 “Gibbs 现象” (3 3.12) 的 理论 由 有 装 有 趣 的 中 用 ， 我 们 
可 以 象 3.12 定义 通常 的 Gibbs 集 那样 来 定义 在 fC) 的 胱 路 点 .8 处 “对 应 
于 TT 的 Gibbs 集 ”, 就 是 TC 人 1 当 和 woo 和 二 ?8 时 的 一 切 极限 的 全 体 ， 这 也 
就 是 对 应 于 所 有 值 “的 rm 上 js) 的 一 切 极限 的 全 体 ; 又 和 5.7. 和 指出 , 此 
时 这 些 概 限 从 好 寺 满 外 一 0) 到 (9+0) 的 区 阅 。 记 以 (0， 了 D 求 和 法 没有 
Gibbs 现象 。 这 是 具有 正 核 的 求 各 法 的 一 般 恰 态 ， ， 


.8 共 斩 级 数 的 (人 1) 求 和 ” 共 固 垦 熬 其 有 一 般 的 求 和 
理论 ， 类 似 于 在 祷 6.4~5.6 对 Fonrier 级 数 记 讲 的 理论 ， 我 们 
将 这 些 留 给 读者 ; 但 有 关 (Q, 尹 求 和 法 的 定理 是 很 重要 的 ,县 在 以 
后 要 用 到 . 我 们 记 


5.8 共 毕 级 葡 的 人 切 求 和 ?9 


(G8) Fl0) -00, ~ Di, 1). 
定理 74， 若 在 t=6 满足 3%, 则 


(5,8.2) Gn (0) — Fn(0) tO) -去 | J{0, oot jdt >0, 


ns 


(5.8.9) PAE 

最 后 两 句 话 是 第 一 句 话 的 推论 ， 我 们 在 $6.8 (定理 89) 中 将 
要 证 明 7 了 (2) 元 乎 处 处 在 在 ,所 以 全 ,8. 台 几乎 处 处 成 立 ; 但 定 因 部 
更 为 深刻 ,我 们 记 
(5.8. yf ly leu. 
由 于 了 满足 名 ,WW"() =-o(， 根 据 (4.9.D，(5.3.8) 和 (5.8. 了 0 
就 有 


Gn 0) = TE, DD at 


二 fs 、 ， 
= | wb, Gn 四 几 


1 yt de td a 
4(mt+l)sin’ 5 
Tm— fm =— 工 7 pn dt 
一 
今 对 于 0<tea/m, 
9 


从 而 


2 本， Rourier 级 数 的 求 和 


Tmo(m | slylds) =0 {mw"(E) -00). 
另 一 方面 ， “ 


a6 z 
< 
, “+0 (Btol) 
所 及 各 一 和 m6 拉 ， 


5.9 入 求 和 。 着 瑟 w 为 (Q, 四 可 和 , 则 它 一 定 是 入 可 和 | 
但 是 独立 地 去 考虑 人 求 和 若是 重 女 的 , 因为 (8) 它 在 更 广 的 条 件 
下 也 是 有 效 的 ; (b) 它 有 助 于 将 Foorier 级 数 的 理论 赔 谓 和 解 祈 芋 
数 联系 起 来 . 

A- 求 和 法 的 榜 是 (5.8.) 的 P(r, 9). 着 fEL, 则 


(6.9.1) vr, = 二 o+ 习 4)m 


-二 | | 舍 +remG- 0) +- rat 


Tw 于 一 和 
=- 去， Ir rr 


= PCr, tf (dt. 


类 似 地 ,车 QGr, 四 由 (6.$3: 双 定义 , 则 
(6.9.2) vr, 0) =—D Bl) er -二 | gc, 07 时 


这 西 个 备 数 在 81.2 的 意义 下 ， 是 共 杠 的 调和 冰 数 . 与 有 关 的 

函数 ur, 级 称 为 了 的 Poisson 积分 .Fourier 级 数 或 共 辆 级 数 的 

A 求 和 理论 是 由 此 特殊 方法 产生 的 调和 函数 的 向 径 极限 的 理论 . 
我 们 著 从 + 之 中 正则 的 任意 一 个 调和 丁 数 出 发 , 那 末 就 有 溃 


E.9 坪 求 和 81 


能 定义 它 的 一 个 边界 函数 (例如 取向 径 构 限 )。 这 个 边界 函数 可 能 
属于 工 也 可 能 不 属于 上 .车 它 属于 工 , 称 它 为 f, 我 们 可 以 定义 了 
的 Fourier 级 数 和 Poisson 积分 ， 于 是 发 生 了 这 样 的 问题 ， 这 个 
的 Poisson 积分 是 否 就 是 我 们 开始 出 发 的 调和 函数 .这 个 问题 的 答 
案 不 一 定 是 正面 的 ,这 由 函数 了 (Cr, 急 具 有 边界 函数 040<9<2m) 
可 以 看 出 ， 这 一 类 问题 常常 是 困难 的 , 它 应 该 属于 唯一 性 定理 
在 第 YI 章 我 们 将 对 后 者 给 出 简单 的 介绍 . 

(OQ, 卫 的 核 与 和 的 核 的 最 大 区 别 在 于 后 者 满足 定理 71 的 条 
件 . 因 为 了 > 而 了 过 0, 所 以 


人 iP'| At “ ee 也 人 x. 


= 


CR 


到 和 可 和 的 一 般 地 说 , 它 在 了 ( 侣 满足 上 2 并 且 
外科 处 处 可 和 于 7(O) 。 此 外 还 克 立 着 
(5.9.8) ulr, O_of (9) (B). 
车 有 一 0 及 和 一 7 二 .一 qa, 则 
让 Tr ton (I tn Bh) aretona, 
于 是 从 (5.5.3), 经 过 改变 使 其 适合 于 连续 参 变 数 后 推 得 ， 当 及 ->0， 
一 7?) 1H, 一 8 肝 ， - 


59 wr, 9+j)- 本 TDH+FGO 一 0)} 


+ {f(0+0) fF{0—0} arctang, 
当 4= oo 时 就 成 为 
{5.9.5) ur, Fh OO+O. 
这 个 对 应 于 (5.7 .全 的 结果 , 象 便 .7. 包 那样 , 对 于 胱 耻 点 是 被 证 明了 的 ， 
记 然 会 发 生 这 样 的 问题 ，(5.9.5) 在 什么 时 异 可 以 单 由 (8+0) 前 存 在 而 推 
得 我 们 将 证 明 ， 当 >0，lm 《1 一 有 -1 入 .=>0 和 了 (9+0) 存在 时 ， 


驶 Tourier 级 数 的 京 和 
5.9. 辐 就 已 经 成 立 . 


我 们 可 以 假设 9=0 和 (96+) 二 f(+0) =0， 显然 只 要 能 够 证 明 对 于 某 
个 8=8(e) 和 1 一 r<ple), 成立 着 


6.9.6) A | yf VP, th | < 
我 们 可 局 选取 了 和 晤 使 得 

(+ «jn<e, [F< C0<te, | Ia 
于 是 在 < 一 5, 从 中 


| — 
Py, th) <—— 一 一 ， 
rsin th) 2r Bln-s.h, 
5 
从 而 推 得 
| 5 7 jiatn), Pb, th 
EM 
— er + wm 
2r sin 可知 
一 2 
EWi<(P tw jn<s, 
这 等 价 于 (3.9. 人 8)， 


将 (5.9. 区 和 (06.9. 叙述 成 为 关于 调和 曾 数 的 定理 就 更易 明了 . 设 王 
和 Bo 为 具有 航 坐 标 Cr, 执 和 对 后 ) 的 点 ; .又 P 一 1 一 上 入 = 各 一 各 如果 
Y 一 上 和 .8-> 刀 的 方式 使 得 jap， 负 了 沼 着 一 个 与 向 径 Op 微 成 一 个 角 为 
arc twn a 的 路 钱 趋向 于 Po， 如 果 me-W%>>0， 则 卫 在 由 单位 图 与 一 个 在 
Po 点 与 之 相 切 的 较 小 的 加 所 做 成 章 月 形 区 域内 趋向 于 卫 ,， 在 第 一 个 情形 
下 wr, 爵 趋 向 于 报 限 司 .9. 约 ,在 第 二 个 情形 下 趋向 于 .fb 十 自 ， 只 要 这 旦 
极限 是 存在 的 ， 


5.10 共 办 级 数 的 色 求 和 ”对 于 共 固 级 数 ,和 当 于 定理 76 
的 是 下 列 定理 . 
定理 四 ， 阁 当 i 时 了 满足 各 而 marcsin(i 一 "7), 则 


5.10.1) or, 0) ~,(0) =olr, 人 一 起 | (6,0)o0t Ftd-0, 


| 


5.10 共 碟 级 数 的 志 求 和 


若 了 (9) 存在 ,网 okr, 用 -> 了 (6) . 
由 必 .9. 爷 推 得 


olr, O) = fOrOQr, Ho/ 0, Qlr, De, 


(6.10.2) wlr, 由 一 和) = 二 JQdt— zf rp 


下 
其 中 | 
r gin 
人 二 一 工 一 27r ce08 二 十 9 


了 
可 工作 一 门 ?cot Ft 


1 
4 的 ~ 六 ot 页 全 的 一 了 = 5 


经 24=1--276088 十 从 一 位 一 和 ?十 咎 sina 小 吕 好 测 易 证 


Q(n) -0, v(m) =0, QW -0 (4), gW =0(5), 


Ot Qt ost—2r} 0 (去 ) (0<t), 

1 

| (1—r)? ooseo 二 1 2r( 侍 一 他 cot 
了 一 到 不 


-oo 人 的 


因此 , 著 罗 的 一 人 dx, 则 多 的 一 0 的 ， 族 


=D -| 
一 0f1) + 二 ou-oG ) 
J Lv -2 vo 


=0(D) + | A old), 


人 本 ， Fourier 投 救 的 求 和 


于 是 由 借 .10.,2) 扒 得 定理 . 

在 定理 ?4 和 76 之 间 有 一 个 很 重要 的 差异 .车 了 (9 存在 , 则 
(由 34.10 的 最 后 一 节 ) 了 一 定 满足 fe， 于 是 7(9) 的 存在 本 身 已 
经 足够 保证 共 固 级 数 为 A 可 和 于 了 (0) ， 在 定理 性 中 我 们 要 求 
更 强 的 条 件 jo; 如 果 了 作为 一 Lebesgue 积分 存在 ， 那 末 了 就 自 
然 满 足 . 


5.11 定理 和 0 至 76 的 一 些 应 用。 有 关 求 和 的 定理 使 我 们 
能 够 对 前 几 章 中 的 结果 加 上 许多 重要 的 补充 ， 我 们 在 这 里 选择 三 
点 . 

(首先 由 A- 求 和 法 的 正则 性 立即 得 到 ， 车 一 级 数 为 收 全 
则 它 是 A 可 和 于 出 一 个 数 ， 因 此 我 们 挫 得 

定理 ?7， 着 了 (0 的 Fourier 级 数 在 使 (人 ) 满足 如 的 点 9 处 
收 敏 ， 办 和 为。 特别 ,着 级 数 在 连续 点 或 跳跃 点 收 伍 , 则 其 和 为 


PE 
CE 


a 


当 我 们 证 明了 (定理 89) 了 下 外 巡 闪 在 之 后 那 来 可 知道， 
如果 共 锯 级 数 几 乎 处 处 收敛 , 则 它 几乎 处 处 表示 多 

(2) 其 次 考 碟 具 有 Fourier 系数 为 0(w-3 的 函数 ， 由 定理 
87， 认 有 本 中 的 函数 满足 这 个 条 件 ， 根据“Tauberian” 定 理 ， 当 
3 为 (0, 必 可 和 是 岂 一 DG- 芒 时 , Zw 为 收 伍 ,从而 推 得 , 这 种 
函数 的 Fourier 级 数 只 要 是 (0, 可 和 , 就 一 定 收敛 ,并且 几乎 处 
处 收效 于 (0) 

特别 ， 当 了 EV 时 了 的 Fourier 级 数 收 伍 于 豆 {F (9+0) 十 


了 (8 一 0)}， 将 此 结果 与 定理 了 2 相 结 合 就 得 到 定理 名 和 定理 针 
的 另外 的 证 明 . 
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(3) 由 定理 73 不 难 导出 Weierstrass 定理 (定理 23) 和 完备 
性 定理 (定理 19)， 

(i) 若 了 为 连续 且 具 有 周期 2r, 则 cn 人 一 致 收 黎 于 大 全 
这 就 证 明了 定理 24， 而 定理 中 由 82.9 可 知 为 定理 24 的 一 个 推 
论 ， 

《站 ) 在 证 明定 理 时 {如 在 $3.6 中 所 见 ), .可 以 假设 了 为 
连续 . 若 了 的 所 有 Fourier 系数 为 0, 则 对 一 切 9 成 立 着 am( 纺 一 0， 
所 以 它 的 极限 即 为 0。 不然 的 话 《如果 不 归结 为 连续 的 情形 )， 
vmt9) 几乎 处 处 收 仑 于 了 (四 ,从 而 了 (0) 三 0。 这 个 证 明 不 很 简单 ， 
因为 它 依 赖 于 定理 72 而 不 是 定理 70， 


5.12 Fourier 级 数 的 导 级 数 著 廊 全 是 了 全 的 一 个 积 
分 ,出 
2 了 woau- 十 人 {f+0) +f(0—) —20} du 
f+ A- 。 
£ 


因此 亚信 一 0( 从 等 价 于 
HO+D fi1 0 —D) 
3 2 


在 这 情形 下 我 们 说 f1(8) 在 三 0 处 具有 广义 一 阶 导数 等 于 记 作 
Bi (@) =。 由 定理 5 推 得 : 全 的 Fourier 级 数 在 产 ( 信 有 广义 
-- 队 时 数 的 人 处 为 人 可 和 

了 的 Fourier 级 数 是 六 的 Fourier 级 数 的 导 级 数 ， 期 级 数 由 
形式 上 的 求 导 获 得 ;内 此 由 刚才 证 明 的 结果 使 人 联系 到 更 一 般 的 
定理 ,后 者 是 以 了 和 伐 蔡 7 出 导 级 数 本 身 通常 不 是 Fourier Nd 


时 有 


、 6 全 。 Fourier 级 数 的 求 和 


(5.12.1) 六 n(Bb, cogng —ausin nO)r >Df (0). 
1 ， 


事实 上 ,对 (5.9. 了 ) 关 于 日 微分 ， 


-reroro 


-Ha eo 


其 中 了 (一 P(r, 作 , 出现 的 导数 表示 关于 + 求 导 ,又 


10 -a 


被 积 函 数 的 第 一 个 因子 当 t30 时 趋向 于 DF( 办 ， 同 时 荆 (5 宕 0， 
工 (中 在 任何 区 间 0<6 志 tw 内 一 致 地 收 合 于 0 又 


1f* 2 [= 
到 Lor- cogtP (dt =r yl. 


因此 利用 类 似 于 证 明定 理 70 人 0 的 方法 可 以 推 得 (5.12.1)， 

这 个 定理 是 一 系列 定理 中 前 一 个 .例如 可 以 证 明 , 当 了 在 t=09 
及 阶 (普通 意义 ) 导数 时 ww 关于 8 的 五 阶 偏 导数 趋向 于 (0); 
而 这 些 结 果 可 以 解释 为 的 Fourier 级 数 逐 次 求 导 后 的 和 可 和 
性 定理 , 


VI， 第 了 章 定理 的 应 用 


6.1 引言 ”我 们 在 本 章 中 收集 一 些 定 理 ,它们 大 都 是 第 Y 
章 中 已 证 定理 的 应 用 ， 定 理 79 在 逻辑 上 六 于 第 IV 章 , 但 因 其 证 
骨 依 赖 于 第 Y 章 的 西数 了 ws( 外 的 性 质 , 所 以 为 方便 起 见 播 在 这 里 
来 讲 ， 


4.2 一 个 几乎 处 处 发 散 的 Fourier 级 数 。 ”我 们 在 第 YY 党 
《定理 738 和 7) 已 经 证 明 ，(O, 1) 求 和 法 和 A- 求 和 法 是 “Fourier 
有 效 " 的 , 就 是 说 , 它们 使 每 一 个 Fourier 级 数 几 乎 处 处 可 和 于 其 
展开 函数 我 们 现在 将 证 明 十 典 的 收 全 法 不 是 Fourier 有 效 的 . 


a 


a 


一 个 居于 到 的 9 和 一 ; 个 za so. 有 
[3.60, $) | > HU,, 
d=4in/ nD) (Oj<n)s 
并 假设 mo, m1，…, mm 是 具有 下 述 性 质 的 昔 数 列 。 (a) won 
全 mpa>2ms 以 及 (o)2m 二 1 可 被 2 上 1 除 尽 ; 又 定义 和 如 下 : 
$0) -TtPn (0—A0) + Fm (0— A + 
+ Fm,(0—A))}, 


记 


88 YI， 第 了 章 定理 的 应 用 轩 
其 中 PP 是 Fej6r 核 人 8.3.1) 。 显然 , 加 是 一 个 非 负 的 多 项 式 , 天 、 名 
为 每 一 个 Pm 以 亏 为 首 项 ,所 以 它 满足 介 )， 并 


车 TwE<myrzs 则 
a0, 向 一 二 [站 一世 
+ 四 人 导 + 宙 2 or0- 轨 用 一 


lzifl rml TD 
又 车 将 最 后 一 项 分 为 两 部 分 , 写 着 
95 中 于 一 党 一 天 十 工 一 个 十 (om 一 及 ， 


我 们 得 到 . 
(6.2.1) #6, 加) 一 二 训 了 (9 一 4 


1 a 十 1 _ 
+ 绵 十 1 D3 ih 有 人 一 4 


1 
十 一 一 一 HL TT 4 ,0— 一 4 


S12 Bs, 
此 地 Ds 为 Diriahlet 核 . 恒等式 对 my 所 < 之 myri 是 真 的 ， 实际 上 
我 们 取 =n%. ~ 
我 们 在 区 间 万 ， 即 (4 十 % -5 二 4 一 站 分 中 雪 岂 sm 由) . 
因为 的 一 Om 人) 媒 对 廊 的 有 与 一 切 王 有 |8 一 出 | 9 
Pita 所 以 人 .3. 轧 的 3 是 一 至 有 界 的 ， 因 此 5 和 司 ; 是 有 界 
的 , 并 且 对 于 才 中 的 49, 适合 


(6.2.2) js 09, $i) 1> Ss| 一 五 
机 . 
(m+ ) ~ 4) ~ Grmt (i DFT 0mol2n), = 
_ 挤 议 B 一 oT; 其 中 


(6.2.8) cm + ) (4 一) 


6.8 一 个 儿 乎 处 处 发 散 的 Fonrier 级 数 的 


a by 1 


(8.9.4) To 

HA Mtl 2 sin 2 (40) 

外 中 各 项 是 正 的 , 又 因 me am 所 以 当 1<j<n 一 MW 时 ， 
1 1 

到 六 区 二 如 训 rr 


Ti > ti 
Sr 多 这 -> log (n 一 从 


(6.2.) (n+)P> 亏 


> 
我 们 定义 刺 ， 入 如下 出 的 集合 9 属于 Ji 1<j<n 一 Vn， 
并 且 适 合 
G.3.9 -of~ |sin{(mr +t) Cr) > 0g) 
那 末 ,由 (6.2.2) 至 (6.2.6) 得 到 对 于 . 画 , 中 的 


log n, 


sm (6, $o) >- — HM 


当 9 在 册 中 时 ， 我 们 取 此 值 作为 取 mw 作为 gs 取 人 0 作为 
Po 人 人 ， 

剩 下 来 只 要 证 明 mB > 而 这 是 显然 的 因为 只 有 有 1 
<n 一 m2 的 J 在 (0, 2m) 中 除了 测度 为 O(new) 十 O(n 
一 On) 的 集合 外 填 满 一 切 ， 而 不 满足 (6:2.6) 的 部 分 其 测度 为 
O{ (log®) 9. 

现在 徐 易 证 明定 理 79， 由 于, 一 co， 我 们 可 以 洲 取 六 列 (1) 
使 荆 Jfz2<co， 我 们 将 Be 写成 指数 函数 的 和 , 置 | 


i te 


人 一 1 gr > C0°0, 
ME 


= TT) "Fee, 
这 里 {了 Tn) 表示 将 Tu 展开 为 指数 西数 的 和 ， 显 然 可 以 选择 7, 使 
得 当 了 是 一 个 ( 复 的 ) 三 角 级 数 时 ,人 的 项 之 间 没 有 重 选 。 由 于 


如 yi 第 Y 章 定理 的 应 用 
3 
LY le llT, ss db- -2 


从 而 级 数 王 了 Ts 几乎 寻 处 收 但 于 一 个 可 积 本 数 印 内面 采 LA 
后 可 以 逐 项 积分 ， 记 以 人 是 盏 的 Foarier 级 数 ， 另 一 方面 , 如果 
6 在 局, 内, 那 末了 TD,) 包 含羞 一 部 分 依次 相连 的 项 , 其 和 在 数值 
上 大 于 型 说 所以 当日 位 于 无 限 个 如 时 工 是 发 获 的 ; 但 这 是 几 
乎 处 处 成 立 的 ,因为 mm 吾 。>2mr” 


868.3 具有 正 系数 的 ourier 级 数 当 Fourier 常数 为 正 
时 ， 函 数 的 连续 性 与 其 Fourier 级 数 收 全 性 之 间 的 关系 就 非常 简 
单 . 在 回 3.2 功 至 3, 世 我 们 考虑 过 具有 正 的 递 降 系 数 的 级 数 ; 在 
本 节 中 我 们 证 明 两 个 定理 , 这 两 个 定理 与 以 前 证 明 过 的 定理 有 关 ， 
但 具有 更 一 般 的 性 质 ， 为 方便 起 见 ， 将 侦 函 数 和 奇 函数 分 开 来 考 
虞 . 

定理 代 ， 假 如 了 是 偶 函 数 并 且 是 有 界 的 , 了 ~ (sw 0)， 又 
oz0 央 避 a 之 oo0( 因 而 了 为 连续 ). 

因为 出 定理 ?0(iv), esn(0) 为 有 界 ; 又 因 am 之 0, 所 以 


到 < 各 本 au(D) < 到 二 多 ww)<cw(0)， 


因此 马 w<se( 而 Fourier 级 数 一 致 收 伍 ) . 
对 于 定理 81, 其 实 我 们 只 需 假设 了 车 近 原点 为 有 界 就 够 了 . 
定理 恕 .假如 f 是 亲 函 数 并 且 是 有 界 的 ， f~ (0, 多 又 


DR 


3 


(Ci) 车 |f| 志 1, 则 由 定理 70(iv)， 
(6.3.1) or) 1 =| )5 sinmb |<1. 


术士 革 


信 了 为 复 项 级 数 . 假如 我 们 车 意 , 可 以 取 工 的 实 部 而 得 到 一 个 实 的 级 数 ， 但 论证 
须 稍 如 改变 , 并 且 必 须 用 到 第 YII 章 的 定理 妇 ， 


111 


3 PN MH Tn 


8 和 太 dlmogoro 放 的 男 一 定理 扩 


取 玉 一 2% 和 6&=w/ 掀 , 当 1 寺 nm 生 24 时, in m9 这 2n/230% 所 以 


(6.3.2) 0<3(1- 也 jms2m 

由 是 | | 
-0 Dnan, 

从 而 ， ， 

(6.3.3) | bn Sin mo <. 和 


最 后 ,在 (6.3. 刀 中 取 太一 几 又 将 它 与 (6.3.2) 相 结合 ; 即 得 
[SBnsin mg| <5 
1 
十 9, 其 中 一 nC8})， 而 对 于 一 切 9,， |g|< 过 8，o 的 系数 并 不 超过 
了 的 对 应 的 系数 , 因此 g 前 系数 是 关 0 的 ， 由 提 推 得 : 区 于 一 切 
mt 有 |]sm 9， nD | <bs. 同时 当 9>P>n 时 3, (8, gra) 一 set on) 
一 os(9); 从 而 
| se， nn —#n(0, f) | ja (8, nD —8,{0, 9) | <10s. 

因此 了 的 Fourier 级 数 一 致 收 敦 . 

以 为 此 时 了 光 为 连续 的 主张 是 不 正确 的 : $3.? 中 级 数 8 就 是 一 个 反例 . 

将 这 上 本 定理 与 定理 忠和 35 对 照 起 来 是 有 趣 的 ， 如 果 了 为 信函 数 , 在 
(0, 3m) 上 是 凸 的 , 那 未 由 定理 35 得 到 四 >0kp> 仆 。 如果 了 还 是 有 界 的 , 那 
末 它 是 过 续 的 ; 这 个 结论 可 以 不 用 Jourier 级 数 的 方法 而 直接 由 攻 函 数 的 一 
般 性 质 推 得 ， 如 果 了 为 奇 函数 县 在 人 0, 2w) 上 是 递减 的 , 则 由 定理 34, 5,>(， 
从 而 sn(9) 为 一 致 有 界 . 自然 ,定理 57 含义 较 广 , 


“6.4 Kolmogoro 全 的 男 一 定理 。 若 f E12, 则 s,->f(22)， 
又 由 定理 2, 存在 着 一 个 子 序列 人 fs)， 它 儿 平 处 处 收敛 于 了 ， 现 在 


我 们 将 证 明 ， 存 在 一 个 与 了 无 关 的 (m)， 我 们 从 更 一 般 的 定理 来 


引证 这 个 结果 ， 丛 且 涉 必 假 定 了 属于 芒 ， 如 内 一 个 三 角 级 数 当 
和 加 均 为 零 , 风 称 这 个 级 数 具有 缺 曲 (my, %w). 
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于 83. 车 的 Fovzier 袋 数 有 无 穷 多 个 纪 口 Cn ma ， 其 


.et 


由 二 oF 开平 处处 成 罗 所 以 
(一 和 7) (一 站 一 (Sa 一 六 十 一 六 
= (WT) (ow f) — (td) Con,—f) 
一 Of 
沁 乎 处 处 成 立 . 因为 这 一 芒 且 志和 一 0 从 市 淮 得 和 ,一 产 *0 二 
乎 处 处 成 立 ， 
定理 24， 着 fE 术 又 niin 和 >]， 则 5 几 了 了 对 二 一 
切 8 成 立 . 
我 们 可 已 想 设 和 = 和 ma>m， 记 
P= 六 ao， Ps S$ 4,(0) (p> 0); 
又 由 


To Pot Pst Pt, TIP+PstPst-. 
定义 两 个 三 角 级 数 了 6 利生 将 三 | 自从 项 全 冀 写 出 来 , 而 用 零 系 
数 将 它 分 离开 来 . 因为 王 ( 本 十 Dece， 所 以 6 入 分 别 是 满 
足 定 理 女 的 函数 户 和 万 的 Fonmries 级 数 , 义 十 访 三 F， 沁 时 对 
上 了 每 一 个 5, nw 或 者 是 这 些 级 数 的 每 .个 的 缺口 的 并 始 的 六 数 ， 
或 者 是 末 屁 的 阶 数 ， 所 以 (fo 一 了 fo; 8340 二 及 ， 从 鹿 85, (六) 
= 十) 几乎 处 处 成 立 ， 


.5 Fourier 级 数 的 强 性 求 和 若是 一 个 Fourier 级 
数 的 郁 分 升 |, 则 由 Fejér 定理 及 其 扩充 知道 : 在 某 些 情况 下 成 立 着 
(6.5.1) Pn) -人 
这 可 能 被 认为 是 由 于 不 同 的 项 ,一 相互 抵消 之 故 . 下 而 的 定理 


指出 66.5.1) 的 正确 性 并 求 册 于 上 述 原因 而 是 由 于 多 数 的 一 。 
本 身 是 小 的 


6.5 Fourier 纵 歼 的 强 狂 求 和 和 3 


定理 85、 关 了 是 实 的 , 且 革 近 t=-0 处 属于 又 


(6.5.2) | {$ 0, 1) 一 时 0 
则 成 立 者 

(6.5.3) Sen (0) —o}* =00) , 
(6.5.4) Slss(0) ~el ~00). 


立 , 而 c=f(0). 

我 们 只 要 考 坊 (6.5.3) ,因为 (6.5. 分 可 由 (6.5.3) 以 及 Canehy 
不 等 式 得 于， 我 们 所 考 嘎 的 ( 除 掉 定 理 的 最 后 一 段 ) 是 局 部 现象 ， 
所 以 由 定理 镶 可 以 假设 了 在 (一 上 说 属 于 屯 . 因此 

so 二 go (t) olD) =- 硅 w+oCD， 


从 而 我 们 必须 证 明 


(6.5 .局 FE -| Cao 地 
包含 着 
(6.5.6) So. 

记 

UC0) = Sunsin mt, 0 = lnl. 
划 . 
ID,| <0,, ID, nti, Qn,, [ee 到。 

同时 


s(t 


站 


让 YI， 第 Y 童 定 理 的 应 及 
< < Rd We amo Ef grado(0n) =-o03D， 
而 
| 
(6.5 本 ,最 后 一 个 积分 
Fm) 邮 F 
P+) oD + (Be); 


从 而 蛤 一 otmSw) ， 于 是 推 得 
S92+ .72) ons,), 


他 和 Ee 
fi < vas| ”人 | | Hd. 


这 就 是 (6.5.6)， 
漳 下 来 要 证 明 的 是 (6.5.2) 对 e~7(b) 几 乎 处 处 满足 ; 为 此 只 
要 证 明 
I=| {F000 —f (0) du 00 
几乎 处 处 成 立 ， 但 是 
{FO+0 -0) PF (0 +0 J3(0) 
-27 (0) {f (0+w) ~f (0)}. 
所 以 


T< | [F040 PEO) | 


+21f (0 1] If (0 +0) ~ (0) law, 


因为 了 属于 I 从 而 每 一 项 几乎 处 处 为 o(9 
为 了 表明 (6.5.4) ,通常 说 成 :; 卫 ( 放 是 (C, 了 强 性 可 和 于 e， 
6.6 其 它 求 和 法 ”假设 fo) 及 其 最 初 两 阶 导数 当 z>0 
时 为 连续 , 又 设 
(6.6.D) jm = 0 (mm) 
. 


6.6 其 它 求 和 法 5 
em Tm 
RG) = 4m) dy ，， 2 
则 由 中 和 值 定理 可 以 直接 证 明 ff 
(6.6.2) hm) =O0mD), EW-OmD) 
对 w< 和 ua 一 致 地 成 立 . 四 
进 并 又 候 设 号 凡 为 一 无 穷 级 数 ) sw 及 的 为 其 部 分 和 成 到 阶 
的 (OG, 了 D 部 分 和 , 即 和 
: 入 十 DDGn 一 各 十 遇 十 十 8 


广 设 . 
(6.6.8) 1! nm Du lp) 

因为 7 
(6.6.4) 如 一 4 (om sm (mpmn) ， 


所 咕 太 是 在 得 靳 和 意义 下 本 的 一 个 恋 换 8 ， 外 到 人 了 妆 


1， 定岗 只 ， 四 着 也 w 收 铬 于 5 则 tm? (0)， 


(二 ) 著 且 wml0, 尹 可 和 于 8, 则 


(8.6.5) Ta=tn— (898) Cn) 8 (0), 
如 果 再 设 pew 一 a/mm 和 中 (9) 一 0, 央 > 和 0; 
我 们 只 须 证 明 (6.6,B) ,其 它 各 段 罗 为 推论 。 . .1 
对 (6.6. 光 经过 和 差 变 换 ,我 们 得 到 .6 针 > 


(6.6.6) | (n+ Do Cm) Fmom1An 1 Cm) smd not). 


车 取 tw=1 一 0 人 9 之 从 ， 则 对 一 切 , 一 1 和 cum=l1, 于 是 上 式 
成 为 | 污 计 时 时 


(6.6.7) $0O) EtD) Bb) ede asm) mp 


. 莹 状 故 十 :全 和 人 6.8. 站 就 得 镜 ! .人 
好. 访 局 和 了 hp 二 + 2 rt 机 一 


时 


外 8 VI， 第 站 章 足 理 的 度 咱 

其 中 ms 当 名 之 0 一 4% 一 名 一 1 和 nm 时 芬 别 为 全 十 人 各 (ph)， 
mdm_ilns) 和 0. 由 (6.6.2) 显 然 看 到 , 当 王 国定 和 一 co 时 oo 一 站 . 
并 且 


3 十 1 Te 

(6.6.9) Blansl < H( DD +t)<2H. 
从 面 定理 68 的 开始 两 个 条 件 是 满足 的 ， 所 以 当 our>s 时 or 
se$ (0) 

应 该 注意 (6.6.5 在 某 些 情 形 下 仍旧 是 正确 的 , 此 时 sm?s, 但 依赖 
于 同时 也 依赖 于 wm( 从 而 假设 不 能 仿 述 为 关于 Zaz 的 求 和 )。 若 9。 一 onlm) 
为 一 致 有 界 ， 而 当 入 和 赵 疝 吕 时 af) 一 5 ， 即 当 天 关 王 [8 # 守 和 C6) 时 
es 一 引 二 加 则 Po> 示 (0). 因 为 此 时 册 (6.6.8) 和 (6.6.9)， 当 各 > 赵 (e) 栈 有 

js- 时 (DT<s 训 lunllom-a 二 六 Janslles-al 


otl) +28e. 


6.7 应 用 ”定理 86 在 三 角 级 数论 中 有 多 方面 的 应 用 . 

(1) 着 Ww 一 二 ao， 当 n>9 时 而 一 4), 二 是 于 (9) 是 
(9), 则 

{sm (0 + pn) 二 8m 一 um) } = Du cosnim, 有 

这 就 是 (6) 一 cost 时 的 如， 所 以 我 们 查 到 

定理 87、 若 全 (0) 为 (0, 1) 可 和 于 又 pm~0《m, 则 
@.7D) fn(0 + pm) + ond pm)} 

一 {sn (0) —s} eos mpom—, 

(8.7.20 诗人 (9B ) ta (0- fe) >».. 

这 样 ， 如 果 风 是 函数 了 的 Fourier 级 数 而 9 是 了 的 网 路 点 ， 
s 一 二 {J(0 二 0) 二 fC0 一 0), 那 未 (6.7 .2) 成 立 ;又 (6.7. 外 对 sj(0) 


站 ,人 产 弄 -9 

几乎 处 处 是 正确 航 . 

Gi) 86.6 的 公式 对 $3.12 的 "Gibbs 现象 " 担 到 补充 的 阅 明 . 
我 位 首先 注意 到 ， 如 果 了 在 9 连续 ， 那 末 它 在 一 个 围绕 上 的 区 间 
上 为 有 界 ， 所 以 地 的 Fourier 级 数 在 + 一 8 十 六 处 的 (0, 了 D 平 均值 
gm(8 十 加 ， 对 于 微小 移 记 和 一 切 ws 是 有 界 的 ; 并 且 根 据 必 .5.2)， 
cg- 上 用 当 扣 30 和 萝 ->on 时 趋向 于 天 9)， 此 外 ， 

吾 {sm (6thm) Tan(8 二 io 十 亚 ) 


一 冯 ao+ 袜 4， (+j + 部-) oo- 


就 是 §6.6 中 的, 由 TP(9+hm 寺 证 wm ) 对 BD) cog jo 
一 豆 ~m + 所 组 成 ， 因 为 四 Capin) 一 0, 所 以 省 如， 而 由 定理 86 
和 $6.6 末 的 注解 推 得 车 (在 1--9 为 连续 且 名 -90, 则 让 
(6.7.8) 六 [em C9 ln) tn (Ot hte) (0). 

现在 我 们 可 以 证 明 加 

定理 B88. (i) 在 了 的 一 跳 耻 点 的 Gibbs 集中 至 少 包含 介 于 


ora {FOHO FAO- .| 
+ -7 9 过 sint ， 


的 线段 . 4 
《这 ) 了 连续 点 处 的 Oihbs 梨 是 -个 只 为 中 有 绩 攻 人 
可 以 退 缩 为 一 点 或 者 包含 全 实 贡 ) 
定理 的 第 二 自由 (6.7.3) 立即 可 推 得 ; 因 若 nb th 人 

十 而 机 一 让 一 ro 刚 … ”| 
sald + hr) (0) 一 机 

. 要 证明 第 一 般 , 我 们 首先 注意 到, 由 Gm 人 6, 万- 和 着 的 
ourite 涟 数 赵 贞 天 B 从 而 存在 营 外 所 列 tpo) ,使 二 
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(6.7.4) sm.(0, f)—>., 
其 次 ,我 们 沁 ( 如 吴 8. 二 及 5.) 
sD =f(D) — SFG-0) -7(0) -he), 
和 g(0) =c, 于 是 9 在 9 连续， 由 (6.7.3) 推 得 , 当 hw>0 时 ， 
af 的 一 到 snG@+im， 0 +sm(9+ hint 演 ， 9 
从 而 
Xmlf) = 十 和 (有 十 ob ， 
先 取 加 一 0, 然 后 取 如 一 一 /ms 利用 $ 3.12 中 关于 的 Fourier 
级 数 ,可 以 看 到 


处 eprele 放生 
由 (6.7, 惫 推 得 ,对 于 适当 的 数列 (az 有 
su 人 (9 二 还 ， f+ S| sint gas 


t 
这 就 完成 了 证 明 . 


8.8 - 共 旺 函数 的 存在 性 现在 我 们 证 明 
定理 89， 省 了 CE, 则 


7(g) -| }) cot 108 
作为 Cauehy 积分 是 对 于 几乎 一 切 8 存在 的 . 


a 


” 我们 可 以 假设 了 是 实 的 而 co 一 0， 将 记号 稍 加 改变 , 记 
和- 去 | 由 cot 地 f ,1 as 
我 们 必须 证 明 , 广 或 者 f, 当 % > 十 0 时 几乎 处 处 趋向 于 一 个 极限 ， 
(I) 首先 假设 FE 瑚 , 则 王 ( 本 十 的 ) 导 ce， 因 而 有 一 个 素 中 


"的 9 其 Fourier 级 数 为 也 也); 而 由 定理 75, Bs,( 四 wr 几乎 处 
处 趋向 于 8)， 同 时 ,由 定 更 76; 当 m=areein (1 一 元 财 了 B,( 的 r" 


.8 共 王 画 蓝 的 存在 性 ， 9 


一 多 人 几乎 处 处 趋向 洲 0。 将 这 些 结果 合并 起 来 就 看 到 几乎 处 | 

处 王立 着 名 (9)-*g(g 
(2) 转 到 一 般 的 情形 ， 我 们 定义 依赖 于 .s 的 入 和 :8* 如 下 

为 方便 起 见 用 , 豆 囊 示 召 在 人 0，2m) 的 余 集 , 而 以 。 表示 测度 % 刀 ， 

本 的 一 | Fd, 

则 .最 连续 的 各 属 基 的 ,, (0) 一 忆 (2xr) 二 0,' 三 fj。 由 prog 

定理 (i ,存在 着 闭 集 咏 使 得 本 

(a) >2m 一 s， (hb) fi NM ({s), 


(0) 在 呈 下 -: 激 地 成 立 着 工作 上 月 二 了 风门， 


由 (o) 推 得 ; 车 入 (但 9+ 不 一 定 ) 在 5 内 而 | 下 | 二 五 一 吾 ( 时 , 则 让 
G8) FG+h—FH)|<2MIh, 
集 有 为 一 列 不 相 重 选 的 开 区 间 上 生 或 起 9 的 和 入 ,用 

5 一 Z3 <e。、 著 8 和 2 不 是 及 的 点 ， 我 全 可 以 把 它们 算 作 汪 的 
端点 : 所 有 其 它 端点 属于 如 ， 若 将 每 一 个 赤 关于 它 的 中 心 延 长 三 
异 ， 弃 去 在 (0，2m) 以 外 的 部 分 ,而 将 所 有 重 迭 肯 永 闻 合 交 起 来 ， 
了 是 我 们 得 到 一 个 新 的 开 区 间 集 … 它 的 余 集 是 一 个 含 在 8 内 的 闭 
集 B, 县 s>2z 一 38、 只 要 证 明 下 在 中 内 几乎 处 处 存在 就行 了 . 

1 我们 定义 一 个 笑 续 的 和 周期 的 务 数 P(9), 它 当 9 一 0, 2x 和 
属于 尺 时 等 于 也 (9), 而 在 每 一 个 水 内 成 线性 函数 ,网 


a 
P(0)—[ ps, 
于 此 


9 一 下 ( 罕 嫩 内 )，p 一 了 了 (在 4 内 ); 
及 nm 之 育 ， 网 0<0- ~—én<H 和 0<6 ca, 因而 属于 吕 所 溉 
由 (6.8, 了 4D)， 
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{6.8.2) | IFO FE) 2M,. 
特别 |F(90) 一 也 (EE) 1<2M64， 于 是 2 为 有 界 ， 从 而 由 (人 D, 名 几 
平 外 处 存 容 ， 医 此 ,车 记 
Q(0) -了 (一 P(O) 一 人 四 va 


我 们 只 需 证 明 9 存在 或 者 证 明 m 在 8 内 几乎 处 处 趋 疝 于 一 个 极 
限 - 

显然， 甩 是 连续 的 和 周期 的 ， 当 8=0, 2x 和 属于 8 时 人 0 
而 且 还 存在 一 个 C=Cfe) 使 对 一 切 9 成 立 着 ， 
(6.8.8) IQ{0) | <0. 
疗 时 , 涛 98 许 坟 内 和 ww 之 办 , 则 由 从 .8.2) 和 (6;8. 有 0， 
(6.8.4) .' [PO -PE |= pm) -Fé)} 

， < | 至 人 —F(E) | <2M8,, 
G:C 
i : IF FE)I+IPOD -PE 1 

全 <4NM6,. . : 

9) 现在 假设 9 在 人 内 .. 则 ， 
6 qd 到 1 ede 一 90 大“ 

1 [Q(t + aT+ 1 /0+ 全 


一 切 十 中 : 
因为 几乎 处 处 成 立 车 
Qt0+D) _ 一 -eg ,00), 
作 
所 以 岂 几乎 处 处 趋向 于 个 极限 ， 
最 后 我 们 必须 证 明 om 儿 平 处 好 趋向 于 一 个 极限 ， 而 这 只 要 
证 明 . 


工 (的 -[ QOD a Zo0 


6.9. .Fouriert 级 数 的 收 各 因子 101 
在 S* 上 几 孕 处 处 成 立 . :到 上 替 一 个 符号 就 有 ， 
| IO%- 人 oe 


< 人 eg 人 | 
车 # 在 8 内 ， 则 8 的 =0， 若 # 在 消 内 和 8 在 各 内 ， 则 19 一 让 


ED 所 以 
”四 du 1 
| | | C0 <| 党 i 
因此 ,由 全 3. 和 (5.5)， 
2 人 aD 3 [二 2 Bo +e a 00, 


这 就 证 明了 定理 。 如 5.8 中 所 指出 ， 现在 已 推 得 任何 一 个 
Fourier 级 业 的 闪 二 级 歼 几 乎 处 外 (人 疙 可 和 或 A 可 和 于 (9). 


站 


6.9 下 ourier 级 数 的 收 癌 因 于 就 们 屁 经 看 副 , 所 有 
Fourier 级 数 及 其 共 椰 级 数 是 由 不 同 的 方法 “几乎 处 处 近 于 收 敏 : 
的 .下 烈 定理 是 一 个 更 精确 的 方法 ， 

定理 和， 车 ,~ (qs, 5,)， 则 级 数 


2 的 有 (的 ， 
ogintly’ ， TerD 


几乎 对 于 一切 9 收 颌 . , i 
-车 $n 和 Ts 分 别 是 各 二 昔 部 分 和 以 有 1 平均 什 ， ; 则 {如 : 
$6.6) 对 任何 人， i 
3 Nmitin 一 s (m+ 1) Tm hm on 1 1 + Bn, 


车 为 一 {1og (tn 二 Dm 人 和 和 一 2 和 4, 则 区 (3.6- 引 ,mn 人 hw->0， 
4ho>0 和 卫 (m 二 TD) jw-<oco; 于 是 当 om 为 有 界 以 及 和 hs-0 时 
也 han 收 敏 ， 若 实 W 为 一 Hourier 级 数 或 是 它 的 共 纯 级 数 , 则 两 
个 条 件 都 几乎 处 处 成 上 ， 所 以 由 定理 ' 品 和 94 证 得 第 一 个 级 数 儿 


1 sl 上 
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平 处 处 收 敏 ,而 由 定理 姓 知 ,第 二 个 级 数 也 蚌 几 平 处 处 收 化. 


6.10 Kuttner 定理 。 定理 74, 86 和 389 引导 我 们 得 到 
一 个 重要 的 定理 , , 它 联系 着 Foorier 统 数 和 它 的 共 斩 级 数 的 收 合 
人 性， . - 

定理 氏 . 个 三 有 7 人 0) 才 大 E 5 又 


"和 
a 


第 二 自 是 第 一 段 的 推 沦 ， 因为 Bonrier 基 攻 的 其 全 级 娄 是 上 
平 处 处 (由 1) 可 和 的 . 
其 次 ， 若 sm(0) 为 (0) 的 部 分 和 ， 则 
Ev (0 pm) gn(0— pm)} = > 了 (0 sin Lm 
为 986.6 前 fw; 贡 全 9) 对 四 (二 sin# 所 组 设 ， 所 以 , 身 果 空 (9) 在 
且 上 XG 涩 箱 和 于 人 人) 县 和 On )， 期 南 定理 86; 闪 如上， 
(6.10.D) 到 fa CH 一 -sa( 一 pn)} . 
— {fin( — (0)} sin mp »0, 
因为 了 (四 在 五 上 收 敦 ， 所 以 由 Hgoroff 定理 仆 , 人 TP( 人 办 在 瑟 
的 一 个 具有 和 下 > 和 五 一 上 的 子 集 下 上 一 致 收 伍 ， 我 们 将 要 证 明 
9y 在 可 上 几乎 处 处 收 铺 ， 著 x 为 B' 的 特征 函数 ， 则 对 于 
下 中 见习 一 切 吃 万 是 其 积分 的 导数 ,而 我 们 只 需要 岩画 这 种 已- 
对 于 这 种 外 . 
前 十 让 fn -1 Le 
mf pli, me kd->1,* 
从 曾 对 于 大 的 mn, 


Ee | i 二 js di> 豆 . 
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于 是 推 得 : 存在 着 点 8 一 pm 和 8 十 pn 这 里 各 <jpom<<2m-1 它们 
都 属于 如 "(否则 Is 至 多 为 去 ;而 对 这 种 9 和 pm，(6.10. 人 D 是 
正确 的 ， 同 时 由 于 处 (9) 在 下 上 一 致 收 钱 ,所 以 sm(0+jom) 
—8n (0 — Lm) —>0, 于 是 _ 

{sm (0) —#(0)}sin Im 一 >0. 四 
但 smmpo>sin 从 而 406) 一 (四 ， 这 是 在 上 几乎 处处 成 
立 的 ,又 因 。 是 任意 的 ,所 以 它 在 召 上 也 是 几乎 处 处 成 立 的 ， 
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YI 工 通论 。 有 不 同 的 方法 可 以 把 一 个 卫 数 了 和 一 个 三 角 


级 数 卫 .联系 起 来 其 中 首先 是 在 前 几 节 中 作为 基 珊 的 把 工 考 感 ， 


为 了 的 Fourier 级 数 . 


可 是 一 个 三 角 级 数 未 必 是 Fourier 级 数 ,这样 , 对 于 一 个 已 给 


的 三 角 级 数 ,第 一 个 问题 就 是 如 何 判 断 它 是 省 为 fourier 级 数 . 也 
可 以 通过 其 它 自然 的 方法 把 函数 辐 级 数 联 系 起 来 ， 特别 是 当 级 
数 收 伍 的 时 候 , 这 时 , 我 们 就 会 发 生 这 样 的 问题 , 当 一 个 三 角 级 数 
孜 敛 时， 这 级 数 是 否 就 是 其 和 函数 的 Fourier 级 数 ， 显 然 ， 这 个 
问题 的 解答 不 能 是 无 条 件 地 正面 的 ， 固 为 和 了 数 可 能 是 不 再 以 积 
分 的 ， 例如 级 数 代 .3. 有 对 一 切 吕 均 收 侣 ， 但 和 焉 数 显 然 是 不 可 
积 的 . 

级 数 的 和 重 数 为 0 的 特殊 情形 是 特别 重要 的 ”假若 对 一 切 沪 
了 都 收敛 于 0, 那 末 这 级 数 是 否 一 定 是 0 的 了 ourier 级 数 呢 ? 也 
就 是 说 , 当 了 对 [一 一 呆 中 的 一 切 2 都 收敛 于 0 时 ， 是 豆 一 切 % 
一 0 和 六 一 小 从 而 了 就 恒 等 于 0 呢 ? 显然 , 这 也 就 等 于 说 : 两 个 不 
同 的 三 角 级 数 不 能 对 一 切 8 都 收 化 于 同一 函数 ; 由 于 这 个 缘故 ,这 
问题 所 以 也 称 为 "唯一 性 问题 . 

上 面 认 提出 的 问题 , 大 部 分 已 由 Riemann, Heine, Cantor, 
du Bois-Reymond 以 及 de la Yallée-Poussin 等 人 所 解决 ; 而 且 答 
案 大 部 分 都 是 正面 的 ， 就 是 说 ， 当 对 一 切 日 部 收 敦 于 0 时 , 那 
末 它 一 定 恒 等 于 0; 说 得 更 一 般 些 , 假若 下 收 伍 于 一 个 函数 六 而 
只 要 了 满足 一 些 自然” 的 条 件 , 那 来 省 就 是 了 的 Fourier 级 数 . 
事实 上 ,不错 我 们 将 泪 到 下 '- 般 的 命题 也 是 询 立 的 , 固 为 我 们 可 以 
允许 在 某 一 个 例外 集 上 级 数 不 收 敏 . 


-区 


PE 


7 了 .3 Riemann 玲 和 法 ts 

” 雪 典 , 尔 疗 的 二 角 级 数 可 以 在 (一 w, =) 由 的 司 - 漠 子 第 上 收 激 于 0。 信 

各 ,车 EI, 并 县 在 ta, 本 上 为 中 其 由 一 we<a<b<w, 那 末了 的 :Fouriet 级 
数 在 (9, 站 内 的 任 一 闭 区 间 &; 肥 上 是 一 致 收 襄 于 .0 的 ，…:， ， 

7.2 收 敏 的 三 角 级 数 的 系数 。 若 了 (6) 对 于 一 个 特殊 的 4 

是 收敛 的 , 则 4u(9)->0, 但 是 ov 和 加 未 必 趋 于 0; 例如 于 sin(n! 众 

在 9 是 的 任何 有 理 倍数 时 都 收敛 , 但 系数 曼 然 不 趋 于 0. 但 是 ， 
假 车工 (6) 在 一 正 测度 的 集 上 收敛 , 那 未 它 的 系数 必 趋 于 0。 

定 运 部 着 在 一 个 正 训 玉生 卫 十) 50; 特别 ,着 了 了 人 

收 敏 ， 风 gn—>0, bd ， a 

其 中 pm 一 /三 十 页 ， 恨 设 ， p, 不 趋 于 0, 于 是 必 有 二 正 数 5 和 一 列 

Bo ;使 pm 委 加 上 四 有 ey 因此 (由 于 余 

纺 函 数 系 是 一 致 有 办 的 )， 

[eo Gup tm) x (0) a9 -| oo (app) 0 i 

其 中 x(8) 表示 怪 的 特征 函数 ,但 是 上 武 左 广 的 积分 是 “< 


到 | za6+ 雪 | .pos2(mp tp) id in 


1 ir” 
一 了 m+ 对 - cos2 人 pb- 上 ju)X 0， 


而 根据 定理 30， 它 应 收 合十 1 mg>0, . 兴 邦 大 袜 东 Pr->0 


7.8 Riemann 求 和 法 研究 $7. 1 中 提 到 的 问题 的 基 孙 


方法 是 属于 Riemann 的 ， 车 T(9) 在 一 正 测度 集 上 下 全 则 由 定 


理 92, ar 和 加 趋 于 0, 而 级 数 


ot A) 1 og (0) G0) 


绝对 收 率 ， 昌吉 人 于 闫 续 的 委 这 级 数 是 将 原来 级 数 


{7.3.1) 
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形式 上 积分 黄 次 得 到 的 . Riemann 逢 决 上 述 问题 的 基本 思想 是 : 
从 下 人) 通 壹 义 二 次 导数 " 求 出 了 9). 
现在 假设 全 (四 是 系数 站 于 0 的 任意 的 三 角 级 数 ,再 如 (7 .3 .站 
定义 沙 数 鲁 (). 根 如 (对 任意 分 写 着 
C7:3.2) Mg — 0T+h) yO —D 29, 
则 
(1.3.3) BR,(0)= 久久 二 + 训 4.0) (下 卫 ) . 
特别 ， 0) 0 Fourior 级 数 时 , 由 定理 44， 缀 过 逐 项 积 
和 
(0.3.4) 贡 二 人 $0, 1) (0h ~ | us $ (0, Da : 
-PC0). | 
级 数 (人 : 3 . 引 当 一 0 时 形式 上 就 变 为 级 数 允 (人 ， 因此 , 当 
王 ( 从 发 散 时 ， 可 以 梨 用 疝 ( 的 来 定义 2(9) 的 和 。 一 般 地 说 , 当 
旧时 ,车 . ， | 
(7.3 外 ey 4 
则 称 级 数 世 ti, 是 (HBJ) 可 和 和 于 史 县 记 作 卫 一 8(BB). 
显然 ,由 (7.3. 多 , 当 


if'g0, td >8 
时 (0)>5, 但 由 34.3, 证 用 #09, 从 Guys 对 sf(6) 几乎 处 处 成 立 ， 因 
此 ,了 (9) 的 Fourier 级 数 几 乎 处 处 卫 可 和 于 了 (6), 特别 是 在 了 (9) 的 连续 点 
. 旺 - 奈 和 法 并 不 是 $5.4 意义 下 的 区 - 求 和 法 ,因为 它 不 满足 66.4. 了 D， 候 
它 有 一 个 有 (5.4.2) 所 定义 的 核 , 而 下 .4, 人 和 (7.3. 信 表明 ,这 个 核 当 0<& 
< 统 时 是 (3 一 人 1 押 ， 而 当 中 <9 时 为 0， 从 而 可 以 直接 蛤 证 ， 对 
0<6<w 有 : 
1 


(178-0), ,tt tO . 


和 连续 贡 数 的 广 兴 一 阶 导 数 20? 
然而 对 我 们 景 重要 的 是 , R- 求 和 法 在 85.3 意义 下 是 正 刘 的 ， 
定理 骆 . 符 之 如 收 敏 于 9 册 它 必 (ER) 可 和 于 。， 

设 5 一 如 二 ua 二 Fy Su, 又 把 n= 0 时 前 Gin x /mk 澳 
郁 为 站 是 
0 (Ye. 
此 地 对 每 一 nn, 涩 0 时 a 一 0， 而 且 吉 .nt4 些 和, 人 
Sie 
“| sint 
和 < 六 ( 写 t 2 ) lar. ， . 
因 丝 ， R- 求 和 法 满足 定理 68 的 条 件 (把 商 散 参数 换 作 连 续 傅 数 )， 


从 而 是 正则 的 . oo 
定理 94. 着 w30, 则 


em LU 入 
SS 十 2 
> 2 ) 20. . 
事实 上 ,加 令 
中 2 sin? np oy 
人 0 人 A (n>0) , 本 


烈 由 世间 = 习 m.nau 所 定义 的 变换 是 正则 的 、 因为 当 h->0 时 
or>0; 且 当 天 >0 时， 由 全 .8. 国 。 


1 忆 cog 20 恩 态 
Be -Po -要 + Th > 9 1 
从 而 当 六 >0 时 ， 和 趋 于 工 
“ 设 多 (由 所 3.1) 所 定义 , 县 和 名 臣 于 8， 字 是 出 定 理 94 


和 (3. 一 得 到 
人 3.7) 用 (0) =o). 


7.4 这 续 尔 数 的 广义 二 阶 符 数 的 关外 4 
由 《7.8. 人 定义， 现在 我 们 用 


rr 一 --- 
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(7.4.1) Dag (®) ~lim Sg , Deg (2) -Hm 人 


分 别 定义 为 glz) 的 广义 二 阶 上 导数 和 广义 二 阶 下 导 数 。 若 Day 


on 


一 Dg, 此 共同 值 沁 作 Day, 而 称 Dag 为 了 的 广义 二 阶 导 数 . 于 是 
瀛 (a 十 bzto) =208, Dalar + brt+e) —24, 
车 (2) (对 一 特定 的 区 存 在， 则 Dag 存在 且 等 于 g"(w)， 因 
为 ,由 Cauehy 中 值 定理 ， 


二 有 一 一 
P| 20R 


(0<8 <1), 


而 者 端的 极限 是 所 (2)， 
所 以 根据 信 .3.3)， 鱼 (9) 一 s(BR) 等 价 于 太史 (9) 一 s, 
。 若 . : 
(7 .4.2) g(r) =0(h), 
则 称 9g 在 2 是 光滑 的 ， 在 此 情形 下 ， 
st hy 9 -了 -多 示人 +olly. 


因此 ,车 以 Dig, D+g, Dg 和 DD-g 依次 表示 9 的 在 上 , 右 下 ,左上 
和 左下 导数 ”出 

Dig=D-y= Dy, Dig—Dg— Dg, 
式 中 Dy 和 Dy 分 别 表 示 g 的 上 导数 和 下 导数 


ne 


光滑 的 . 


;、， .5 关于 西西 数 的 一 个 定理 。 车 9 是 是 的 , 则 4g>>0, 从 
而 Day 之 0， 另 一 方面 , 着 g 有 0 的 二 阶 导数 ， 则 9 是 点 的 ， 下 
面 的 定理 拓 广 了 这 个 熟知 的 事实 , 面 且 对 今后 的 讨论 也 是 基本 的 . 

定理 95， 若 9g 在 (4, 5) 内 连续 和 光滑 ， 并 且 在 (4, 四 内 除去 


i 


可 能 一 个 可 列 贷 , 瑟 而 外 ,有 


号 用 加 号 和 减 号 区 别 右 边 和 左边 ， Hi 


?5 关于 后 务 数 的 … 个 定理 009 
(7.5.1) Dg>>0, 
则 9 是 凸 的 . 车 Dag 专 0( 可 能 除 .外 ), 则 g 荐 外 的 善 Dsg=0 
(可 能 除 召 外 ) , 则 g 是 线性 函数 ， 假 荐 没有 例外 集 ， 册 条 件 中 的 
光滑 可 以 略 去 . 

我 们 只 要 证 明 第 一 种 情形 , 因为 将 9 的 符号 改变 一 下 ,就 得 到 
第 二 种 情形 ， 第 三 件 事 是 一 个 明显 的 推论 ， 最 后 , 光滑 这 个 条 件 
仅 在 涉及 到 如 时 才 是 需要 的 ， 

《i) 我 们 可 以 假设 ( 除 如 外 ) 

{7.5.2) | ' Dg>0. 
因为 如 著 定理 在 这 比较 强 的 条 件 下 证 明了 , 那 末 对 于 满足 (7.5. 少 
的 9, 令 


妨 一 4 十 到 oa 


则 互 g 一 疡 9 十 si>>0， 从 而 鸡 一 切 m gs 是 疝 的 ; 因此 ,9g 一 lm 入 
当然 也 是 下 的 . 
(证 ) 假设 除 吾 外 , 9 满足 (7.5.2), 但 不 基 凸 的 ， 闭 未 我 们 可 
以 证 明 召 是 非 可 列 的 ,从 而 就 证 明了 我 们 的 定理 . . 
因为 g 不 是 的 , 故 在 (a, 四 内 有 一 子 区 间 <a, 成， 在 其 上 ， 
函数 | i 
dw) gl0) ~ + Eg) =—¥ (2) —m4—n 


有 时 是 正 的 ; 从 而 对 于 充分 革 近 mr 的 pp, 函数 
dd (0) 一 9 — en 
在 <a BY》 上 有 时 也 是 正 的 ，a(w) 在 <a, B》 中 的 最 兴 信 是 芷 的 ， 
而 所 能 被 人， 内 的 某 一 所 达到 ; 同 理 , 以 人 ) 也 是 这 祥 ， 丹 此 
必 有 5 ( 离 右 吴 最 远 的 给 出 最 大 值 的 点 ) 使 得 <<<w, 二 8 理 
do) ds) (rr, ds) d,s) (zc 
因为 对 于 充分 草 近 zu 的 那 种 w， 我 们 有 叹 他 ) 所 世人 《1,)， 圾 
Dg le,) = Dil, (48,) <0; 
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俱 上 式 与 (7.5.2) 相 饿 盾 , 训 zw 为 及 中 的 点 . 
此 外 ,又 岗 加 在 im 处 取 最 大公, 故 对 充分 小 的 12> 0 有 
下 “dy (CT 二 向 .一 a {Tr) <0 dy (Bu— A 一 经 (za) 和 
大 ” 


基 而 DG (sw) <0 和 和 卫 -ds (zp)0， 所 以 4 以 及 忆 均 为 光滑 ; 并 
县 
Da, (2,) <0, Da, (gs) 0%, 

但 Da, (sy,) < Da, (2,), 因此 其 中 每 一 个 数 都 必须 是 0， 这 就 是 
说 ,dd(%) 一 人 以 及 9 (0) 一 所 以 我 们 得 出 这 样 的 结论 ， 对 于 
靠近 mm 的 每 一 个 值 名 必 有 再 的 不 同 的 点 %， 从 而 至 是 非 可 列 

人 案 
今后 我 们 还 要 用 到 一 个 推论 即 下 述 定理 . 
定理 96， 若 9 连续 和 光滑 ， 在 (4, 5) 内 可 能 除 -一 可 列 集 外 
相关 cx 期 对 <g 一 <zTRca 有 
(7.5.3) hag 
柯 现 , 若 Dog<o;: 则 抽 ? 圾 g 帮 6 
不 妨 就 第 一 种 情形 连 行 证 明 , 养 设 = ~ 于 ci， 条 是 了 op 


>0, 所 以 根据 定 丙 95, 了 是 瑟 的 ,到 肪 p>0, 这 裔 是 人?.5. 引 ， 由 
车 没有 例外 集 , 则 光滑 这 个 条 件 仍 可 略 去 . 


7y.6 Cantor 定理 和 du Boig-Reymond 定理 . .现在 我 
们 将 应 用 定理 93 至 名 于 三 角 级 数 ， 为 方便 起 见 ,我 们 具 讨 论 收 敛 
的 绿 数 ,并 且 促 叙述 有 关 收 伍 的 定理 , 但 是 所 有 这 些 定理 并 没有 用 
- 科 收 襄 的 金 部 力量 事 案 上， 以 下 二 条 件 注 是 时 ,下 面 的 定 现 也 蚌 
成 立 的 , 即 (9) 系数 赵 于 .0，( 念 除 一 例外 集 外 ( 卫 ) 可 求 和 ， 根据 定 
理 吧 和 名， 当 级 数 收 全 时 ， 以 上 二 性 质 自然 满足 ， 这 也 是 唯一 用 
到 收 敏 网 地 方 。 

参考 87.4 倒数 第 陡 自 ，.. 
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定理 a ;候车 机 个 三 角 级 数 处 处 收 煞 了 同一 


LE 


显然 ， 我 们 只 要 证 月 假若 除 一 可 询 集 外 ， 某 一 三 角 级 数 处 
处 收敛 于 0, 郑 未 6 一 0, 5 一 0， 现 在 如 同人 习 .3. 二 那样 定义 (0) 
一 于 ao? 一 茹 (0). 因为 于 (9) 几乎 处 处 收 敏 于 0, 从 两 a 和 5 赵 
于 0, 因此 煞 ( 的 一 到 收 仑 ，(9) 连 续 且 光 谓 人 中， 又 因 T《9) 除 百 
外 收敛 于 0, 大 在 召 外 (R) 可 求 和 于 0; 记 以 除 百 外 , D8 一 0， 这 
样 , (8) 是 一 线性 函数 49 一 B， 因 轨 { 的 有 男 , 故 &o 一 0 所 以 
鲍 { 和 有 界 , 4~0 而 轨 (9) 一 B. 最 后 ,由 于 更 (人 一 致 收敛 ,所 以 它 
是 和 函数 的 Fourier 级 数 ， 因 此 8B 一 0, 从 而 对 一 切 %, a 一 一 D. 

定理 88， 若 T 了 (0) 除 一 可 列 集 吾 外 收 钙 于 一 个 有 界 淆 数 
7 了 (9) , 则 它 就 是 了 (8) 的 Fourier 级 数 . 

由 于 了 有 界 可 测 , 攻 了 为 可 积 . 若 姓 是 |7| 的 上 界 ( 不 考虑 古 
的 点 ) ,网 除 吾 外 ,由 定理 96, D5| <M 和 ]h34G| 二 是 ,但 


6) (时 好) -二 B,(0) cos ng dg 


1 a6) 
一 于 | eogngdl. 


当 hr 时 被 积 函 数 一 致 有 界 地 几乎 外 处 趋 对 的 sos m9， 因此 ， 
令 jp>0, 我 人 有 : 四 


1 
a -fj0 Ff (0) oo0s nd ap. 


间 理 可 证 明 Bb 是 子 的 Bonrier 正 总 系 汐 ， 当 了 一 8 时 , 本 定理 与 
定理 也 等 价 . 

我 们 在 本 节 的 开始 就 说 过 ， 定理 97 和 98 的 结论 当 了 (9) 的 系数 趋 于 0 
且 在 加 锥 (By 可 求 和 时 也 是 成 立 的 假若 没有 出外 和 集 , 屠 末 它们 还 可 以 被 拓 
广 : 我 们 可 以 用 更 一 般 的 假设 , 即 用 条 件 “了 2 4.49) 是 某 一 连续 函数 的 


a 


可 ourier 级 数 " 来 代 壹 tw。 8。 赵 于 0 这 个 条 体 ， 事 襟 于 ,假若 争 碍 6) 为 此 函 
“居民 由 二 7 了. 大 得 到 。 昌 


119 TI， 一- 般 三 角 级 数 
数 ， 且 设 #>D, 那 来 
工 广 dn 
z[ ,v0 cosng gg 一 -全 ， 


| 寺中 + 站) eonng d= PO eos nd ~— PAY, 


欠 而 
人 图 加 之 | wp eo Cos ng 
上 .党 ecoa nd dd= a a 
一 (ao 2 eos nd ad, 


这 等 价 于 C7 .6.1) ,关于 了 (9 是 了 的 Fourier 级 数 可 以 和 上 而 一 祥 地 证 明 ， 
条 件 nr。 和. 趋 于 0 仅 是 为 了 操 证 盏 的 光 渭 性 , 当 例 外 集 呈 不 存在 时 是 不 必 
要 的 ， 

和 二 论 : 假 车 四 (8) 是 连续 函数 的 Fourier 级 数 , 且 700) 


级 让 当 作 ,这 里 对 使 有 -个 例外 上 也 是 不 多 许 的 ,例如 
PO) = + os(0 a) Ecos 2(0 a) 4... 


除 8=a 外 处 处 《R&R) 可 求 和 于 0， 而 且 更 (0) 一 致 收 伊 ; 但 PO) 却 不 是 一 个 
Fourier 级 数 ， 


?3.7 无 界 函 数 ，de la Vall6e-Poussin 定理 。 现在 我 们 
要 把 定理 98 拓 广 到 无 界 函 数 的 情形 。 首先 将 引 迁 de la Vallge- 
Poussin 的 优势 和 劣势 沙 数 ， 假 若 了 腐 于 工 (a, ), 那 末 必 有 两 个 
连续 函数 列 psfe) 和 P(x) 使 
Ci) Pra) = PP, (9) =0, 
( 竹 ) 在 《a, 办 内 一 致 地 成 立 闭 

pO Fa Plo)—> ffOW, 
(ii 在 f(z) 的 值 为 有 限 处 ， 
Dp Co) <f (2) < DP lw) . 
定理 哈 ， 假 设 了 (2) 在 (4, 内 除 一 可 列 集 如 外 为 有 限 ,并 


a 


县 在 (4, 5) 上 可 积 , 又 设 g(z) 是 光滑 的 连续 函数 , 在 (4, 如 内 除 


a 


7.7 无 黑 通 数 ， Ge 1a Vall6e-Poussin 定理 118 
如 外 成 立 着 
Dag (2) < (ew) < Dag {w), 

则 
(7.7.1) g 0) 70) ~g (0) —f at fa 
是 (a, 5) 上 的 线性 丽 数 ， 当 例外 集 不 存在 时 ， 光 滑 性 条 件 亦 可 略 
去 . 

我 们 取 两 个 沙 势 及 优势 函数 列 (pn) 及 (PP,)， 且 由 下 式 定义 gr 
及 


gu) = | pa Quo)—| Ped 


天 为 g, 和 Q, 上 有 具有 连续 的 导数 , 因此 它们 自身 都 是 光滑 连续 的 ; 并 
且 它 们 一 至 收敛 于 J (2)， 
其 次 , 出 CQauchy 中 值 定理 ， < 
Q(t tb) 20 (0) FO so) _ Piet0h) ~ P, (w—0h) 
ha 20h ’ 


其 中 0<6<I， 故 除 如 外 ， 
D> DP 
因而 , 假若 令 
Fl) =JT (2)—g(2), Es(g) = (2) 一 ge)， 
hl) = gn (8) —g (8), 
则 
DR ,> Dad — Dyef -f=0°, 
同 理 Db,<<0， 报 据 定理 95，K, 为 丙 而 加 为 则 ,但 当 w->oo 时 ， 
区 各 均 牧 钙 于 上 因此 上 是 线性 西数 . 
(7.7 .办 中 的 积分 下 限 尚 可 换 成 (z, 咏 中 的 其 它 任何 数 ， 
现在 容易 证 明 
定理 100， 一 个 三 角 级 数 假若 除了 一 个 可 列 集 召 外 处 处 收 


人 Tim 一 如)22limwn 一 ia, 间 样 地 ,此 式 对 连续 变 所 的 函数 也 成 芯 。 


全 4 YT， 一 般 三 前 级 数 
伍 于 一 个 有 限 的 可 积 函 数 六 邢 末 这 级 数 就 是 了 冬 Fourier 级 数 ， 


由 J] C7.3.1) 中 的 请 数 宣 起 光 沸 连续 加 数 , 并 且 际 忆 外 , Ds$ 
一 了 ,因此 可 以 把 定理 89 中 的 9 作为 更 这样， 


BO) -et fdas—7 
是 线性 阔 数 .但 若 7~ (om, Bw), 刘 
7 一 地 cot CO ng+ Brsin ng 


na 
是 刁 性 的 , 从 询 


一 oo) fa -> (a 0) C0% 19 to 一 后 sirt ng 


了 “0 
是 线性 的 . 出 于 级 数 为 一 致 收 倒 , 押 以 秀 数 为 有 界 ; 汉 此 如 周正 
明定 理 97 那 祥 ， 可 知 对 一 切 any b= B,, 


Y.8 更 一 般 的 情形 ”这 一 章 的 主要 肯 的 是 证 明定 理 100. 让 结 来 之 前 ， 
我 们 再 讨论 一 下 它 的 许多 拓 广 ; 

拓 广 主 雪 有 三 个 方面 (当然 可 以 自然 地 统一 起 来 )，(a} 拓 广 积分 概念 ， 
(由 拓 广 例外 集 五 , Ce) 拓 广 收 语 性 假设 ， 对 积分 定义 加 以 必要 的 限制 ，(&) 
型 的 折 广 将 没有 特殊 的 困难 ,这 里 不 准备 详细 讨论 它 . 

tb; 型 的 拓 广 比较 困难 ， 集 合 召 称 为 “唯一 福 集 "是 指示 存在 不 恒 为 0 的 
但 除 召 外 处 处 收 笋 对 0 的 三 角 级 数 : 于 是 , 任 -可 列 集 均 为 叭 一 性 集 、 这 种 

唯一 性 集 的 结构 特 征 至 今 还 没有 弄 清 楚 、 已 经 知道 有 些 完 竺 集 , 例 如 Cantor 

集 以 及 祖 类 似 的 集 部 是 唯一 性 集 。 但 是 ,并非 所 有 的 雪 集 都 是 只 一作 集 , 因 因 
为 存在 着 不 恒 为 上 的 三 角 委 数 ,几乎 处 处 收 化 于 0. 

《6 型 的 其 些 拓 广 是 窜 易 的 (实质 上 已 包含 在 上 面 所 讨论 的 情 说 中 ) . 全 
如 我 们 可 以 把 定理 400 中 的 收 委 性 条 件 换 做 “an 及 bs 趋 于 0 且 除 吾 外 (B) 
可 和 于 六 .其 它 的 推广 只 大 要 在 证 明 中 了 略 加 改变 即 可 : 例如 我 们 可 以 证 明 ， 
当 开 (的 的 上 、 下 和 函数 子 与 了 和 为 可 可 县 除 集 瑟 外 鬼 为 育 限时 了 (97 必 
为 一 Feurier 级 数 ， 

然而 我 们 最 感 兴 趣 的 却 是 第 章 中 级 数 的 求 和 法 问题 。 这 些 间 题 宽 吉 
困难 , 国 为 用 很 简单 的 例子 可 以 说 明 问 题 的 解答 是 相当 复 驼 的 。 例如 级 数 


(7.8.1) 各 e050 co 20 + 


7.8 更 - 般 的 情形 115 
除 9=0 外 在 (一 wm, mm 内 都 是 (C, 二 可 求 和 于 0, 而 级 数 
{7.8.2) 前卫 有 二 Bin 2 二 9 gin 外 十 路 - 
对 于 一 切 9 都 是 全 ?可 求 布 于 0 的 
我 们 现在 只 能 是 到 一 二 个 特殊 令 人 注目 的 定理 Yerbtunsky 普 证 明 : 
假若 % 与 加 为 06m), 且 了 C0) 对 一 急 9 沟 为 (人 A) 可 求 和 于 0, 那 本 一 绍 o 一 
5。=0。 特别 , 假 着 了 C0) 为 (CG, ) 可 和 , 那 末 9 与 br 几 为 0(m), 从 而 , 对 一 


不 能 允许 存 在 即使 是 一 点 的 例外 集 ， 假 车 有 有 限 多 个 例外 点 《, 那 末 (9 
将 是 有 限 个 形 如 地 十 号 cos at 一 刁 的 “ 奇 漠 级 数 ” 的 线 竹 组 合 。 有 关 这 方面 


的 结 轩 最 近 已 由 如 olf 所 拓 广 。 他 已 经 解雇 了 可 以 用 任意 阶 Gesiro 求 和 的 
级 敬 问 题 ; 但 是 对 于 和 A- 求 和 法 的 问题 ,一 直到 现在 还 没有 完全 解决 . 


1 


和 因为 对 ~- 切 | 
in Gr sin B94 — ,7aing 


UT ， 


附 录 


我 们 用 下 面 的 缩写 表示 书 和 光志 : 
H1, H2: E. W, liabson, Tiie theory of fanetioms of n real variable( 第 一 


再 ,第 三 版 ，Campbriggc, 1927; 第 二 册 , 第 二 版 ，0ambrigge, 1926). 

KES, 3. 及 aezmanrz 和 H, Bteinhaus, Tyeorio der Orthogoualroiben (Warsaw, 
1935). 

T: EB. C. Titohmrarsh, The theory of fanctions (第 二 版 ,OQxferd, [1939) ， 

2: A, 2ygmund, Trigonometrical series 《Warsaw， 1935), 

MM: Acia Math,; CR: Comptes Rendus (Parisy; FM: Fundamerts Mnth.; 
LMS: Jaurnal London Math, Sco.; MA: Mata. Annaltn; ME: Math. 
Peitsehrift; PLMS: Pros, London Math. Soe. (2), 

三 前 匆 数 论 的 其 它 的 书 是 H. B., Garslaw, Introduction to the theory 
of FHourier’s series and integrals {第 三 版 ，London, 1930); H. Lebesegne, 
Lagons sur les séries trigonomdtriques CParis, 1906}; W. Rogosimski, Four- 
iersche Reihen (Leipzie, 1930); L., Tonelli, Berie trigonometriche (Bologna, 
1928); 本 WWol 症 ，Fourier’sche Reihen (droningen, 1931). 还 有 三 篇 综合 性 
的 重要 童年 ,它们 是 : I, Barkhardi (LT A 12} 及 卫 . Hilb 和 对 , Riesz (II 以 
10) 在 EneyEl, 9d，Ma 了 bh， Wiss 的 文章 ， 以 牙 和 .Flessner (I 3，1335) 在 
了 Preaeal s Repertprium d. heheren BAnalyeis 前 广告， 特 则 ，HBurEhanet 的 文 
章 包 含 着 有 关 三 角 级 数 的 早期 瑟 史 的 大 最 知识 


第 工 章 
我 们 在 本 章 中 所 引用 的 几乎 部 蛮 了 下 , 但 是 我 们 加 上 一 些 补 充 的 参考 材 
料 、 所 讲 的 定理 在 形式 上 趟 完全 与 原 米 的 得 同 , 但 读者 了 难 作 某 些 必要 的 修 
正 ， 


站 1.4.。 Huapini 定理 在 证 列 各 书 中 共有 让 明 : Hl, 629; Kestelman, 
Modern theories of integration (QOQxford, 1937), 205; Baks, Theory of the 
integral (第 二 版 ，Warsaw, 1937), 76; de la Vallés-Doussin, Lntigraleg de 
Lebcsgue 第 二 版 ,Parig, 1934), .了 了 , 3 各 只 证 明了 一 个 特 隶 情 琵 ，kgoro 丫 
定理 中) 及 Fatou 的 引 悍 本 在 工 的 339 及 6 页 中 线 独 ， 了 gorof 定理 (i) 
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可 以 类 似 地 加 以 还 明 ， 用 到 Lusin 定理 (了 3, 1 和 4 和 考察 到 下 肇事 实 : 假如 
fntw) 和 f(D) 在 吾 内 连续 , 那 末 台中 的 一 雪 2 使 当 扣 | 委 豆 时 . 
{fT) 一 GT 

的 全 体 记 作 号。 时 ， 殖 ia 在 召 内 是 闭 的 。 关于 Btieltjes 积分 可 参考 Hl, 
538, 662 或 者 Widder, Te Laplace travsform (Prineeton, 1941) ,第 一 章 。 

81.5， 在 Hardy，Littlewood 和 Polya 的 Inegualities {Cambridge, 
1934) 的 第 二 章 和 第 六 章 中 ， 关 于 HSlder 和 项 inkowski 的 不 等 式 有 很 详尽 
的 讨论 ， 

81.6~1.7， 关于 定理 1, 可 参考 ,376; Hl1, 632(p=1，, 的 H2, 250. 

于 定理 2, T, 386, 397( 习 题 17);IT2, 254， 关 于 定理 3, 了 397( 习 题 18); 

HI1, 636, 639 (p=1, HD); H2, 231; 2, 17 (p=1), 85 

$91.9~1.11， 关 于 这 一 切 参 考 8( 直 交 化 ,61)。 


第 II 音 

2.1。， 定理 11 是 "Bossel 不 等 式 ”， 

382.2. Riesz- Fischer 定理 是 由 忆 , Fiseher 和 卫 . Rieez 在 1909 年 独立 
证 衣 的 .在 Quarterly J. of Math., 44(1913), 49 上 有 登 地 着 页. HH. 和 G.C. 
Young 的 一 篇 关于 这 个 定理 的 有 症 的 历史 福 和 评论 性 的 文章 ， 

$2.3、 Parsoval 是 第 一 个 数学 家 (于 1799 年 ) 将 瑟 pqn 下 示 成 含有 画 
数 王 pore 和 也 gre"” 的 积分 的 公式 ， 他 的 名 字 一 般 地 与 具有 这 种 性 质 的 定 
理 联系 着 . 

§ 23.4, Morcer, Phil. Trans. Roy, Soo, (A), 211 (922), 111 {124), 

83.5， 定 理 18 的 证 级 在 及 8, 300 中 . 

和 39， 亦 可 网 各 三. 圭 . 有 许多 Weierstrass 定理 的 直接 证 明 ， 其 中 最 粮 
致 的 是 8. Bernstein 的 证 狗 。 见 H3, 288, 459; Pdlya 和 Szegi, 让 ufgaben 
aans der 点 nalysis (Berlin, 1925), 1, 65, 66, 227, 230; Widier( mR §1.4),153. 

奖 亿 于 Parseval 和 Riesz-Fiacher 定理 ,在 1? 中 有 着 重 寞 的 相似 的 定 
至 ， 对 于 *Y>1，, 记 


sO~ 1), 1D =), 
并 上 全 1<p< 2， 则 而 . HH, Young 和 Hausdorf (前 省 对 p= 3 六，8， 


六 ,后 者 对 一 般 的 2) 证 明了 下 面 两 企 定型，G) 假如 fe? 和 J~Cen)， 


118 附 中 
Bo) JCF; 
(i) 假 如 Sple) 为 有 限 , 那 末 有 E57 中 的 函数 了 以 ow 为 Fourier 系 狐 时 
df) BO,. 
p< 的 限制 是 本 质 的 。 这 些 定 迎 被 卫 Rissa 扩充 到 任意 的 一 致 有 界 的 直 六 
级 数 . 
”Hardy 和 Littlewood 证 明了 具有 间 样 的 一 般 性 质 的 一 系列 的 定理 ,但 
含有 形 如 吴 [ni?1os1# 的 和 以 及 相似 的 积分 ， 并且 这 些 定理 被 Paley 扩充 
到 伍 意 的 直 交 级 数 。 所 有 这 一 切 见 2 第 九 章 科 KS, 第 六 章 、 
存 存 着 将 Parseval 定理 扩充 到 共 饥 冰 数 类 河 数 和 也 上 的 (如 了 属于 
了 六 改 于 太 ) 许 多 定理 。 其 中 最 人 得 注意 的 是 页 . Riesz 定理 , 即 虽 .3. 才 当 
了 属于 Z2 和 刺 属 于 Ze 时 是 成 立 的 ， 见 $6.8 的 附注 


第 I 了 章 

3.2， “Biemann-DLebeseue' 定理 由 Riemann 就 “Riemantr 可 积 函 数 ” 
加 局 证 明 , 面 Febesgue 将 它 扩 充 到 二 函数 . 

3.3， 和 中 的 定理 是 属于 Carathkoaory 的 切 ， 从 C1907), 95. 
(DD) 中 的 定理 是 独立 地 由 Dieudonns, CGR, 192 (1931), 79 和 Rogosinskiy 
Jalrcsberichte d., .Deutschen Math. Ver., 0. (1931), 33 所 证 明 。 对 于 一切 
单 时 六 数 (=s 了 Co 十 … 是 次 是 Co| <n 迄今 不 明 ， 

33.4， 合 如 了 在 《一 8 上 是 解析 的 和 正则 的 , 那 末 奏 生 着 正 数 , 使 
6 一 Ogeem); 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

$3.5。 定 理 和 首先 由 上 Rioszs 证 明 (他 的 例子 和 这 儿 的 完全 不 同 ?， 
加 2 301918)，313。 此 地 的 证 蚜 是 加 于 Hills 和 Tamarkine, 和 mer、Math. 
Monthly, 36 (1929), 255， 也 可 参考 5, 293， 
”证 面 不 证 的 定理 是 机 .而 iener 的 定理 ，Masssohusetts J, of Math., 3 
(1924), 73; 见 名, 中 1. 容易 推导 田 两 个 基于 Fourier 级 数 的 绝对 收 钴 的 有 
趣 的 定理 ， 它们 耸 别 属于 S, Bernstoin 和 2ygmund， (ay 了 了 的 Fourier 级 数 
当 了 ELipa,'a> 襄 创 为 绝对 收 化 ; (b) 假如 feEV 并 其 对 于 某 个 a>0， 
feLipa, 基 了 的 ou 级 歼 绝 对 收敛 :这 果 Jipa 表示 满足 

(FOTE FO | Ia|® 

的 通 数 子 所属 之 类 ， 有 关 这 方面 见 2, 第 六 章 . 

站 3.8， 更 一 般 的 ， 一 个 Fourier 级 数 可 以 箭 以 Y 中 的 任何 函数 后 逐 境 


再 村 119 


和 积分。 和合 老 W, H. Young, PLMS, 9 (1911), 449, Haridy, Messenger of 
Math., 51 (1922), 186; H2, 581; 和 2, 91, 

$3.10。 定理 他 的 证 明 的 思想 是 由 ZygmunG 提出 的 。 定 理 条 和 和 哲 
属于 WW. 了 下, Young, PLEMS, 13 1913), 针 ， 定理 和 的 证 明 可 以 改 为 去 证 
明 : 当 4<% 时 台 和 日 二 者 均 为 控制 收 鼓 ; 这 个 条 件 世 是 使 其 中 任 一 个 为 控 
制 收 敛 所 必须 的 ， 此 时 避 和 驴 也 以 指数 为 1 地 强 收 襄 , 即 

Os OD 和 Bg 0 (DD). 

如 入 是 凸 的 , 那 束 使 O 强 收 侣 (指数 为 站 的 必要 充分 条 件 是 hn log n> 
0; 参 考 名 110、 如 入 虑 征 的 捧 且 <w, 则 了 (0) logt+ 1 了 | ED. 

#3. 了 1， 定 理 昌 的 一 部 分 属于 Chaundy 和 Jolliffte, PLMS8,1501916y, 
中 和 而 一 部 分 属于 Jolliffe, Proo. Camb. Phil. S06., 19(19231); 在 : 了 和 中 
定理 设 有 被 叙述 完整 , 见 T, 6 和 2, 108. 

更 一 般 的 说 ， gC0) BA 等 价 于 win 一 4, 但 证 西 较 困 难 ， 见 Hazriy， 
PLMS, 32(1931), 441;Hardy 和 Rogosinski, JLMS, 18C1948), 50. 

§3.1]23. 特 甸 级 数 呈 的 部 分 和 s,{ 胃 和 曾 疲 Gronwall, D, Jackscn, Lan- 
dan 等 人 彻底 研究 过 ; 在 文献 中 应 添加 Gironwall, MA, 72 (1919), 999. 

关于 Gibbs 现象 的 其 它 定理 将 于 吐 4.5, 5.7 和 6.7 中 找到 ， 图 和解 讨 论 
见 Bromwich, Infinite series (第 二 版 ，Cambridagse，1926) , 382 和 Carslaw, 
I 第 九 章 ， 关 于 G 的 正确 数值 见 Bzhsz, Duke Math, J., 11 (1944), 824 
” “Gibbs 现象 "一 语 的 意 尽 是 十 分 明 葡 的 , 但 在 实质 意义 上 Gibbs 有 前 驱 : 
者 Wibraham (1848) 利 du Bois-Reymond (1874)y. Wilbraham 和 du Bois- 
Reymond 两 人 都 不 十 分 正确 ,首先 对 此 现象 给 出 一般 的 和 科学 的 讨论 的 是 
Bieher (1906) ， 见 Carslaw, Bull. Amer. Math. Soe,, 31 (1925)， 420.. 


第 IVY 章 
和 ,3。 关于 这 里 引证 的 Tebesgue 定理 苑 HI, 637; TT, 365. 
4.6.。 Gargen, Quartetly 于 , of Math. (牛津 ), 1 (1930》，252， 在 2 由 
这 个 定理 没有 被 完整 地 禾 述 ， 存 在 着 更 一 般 的 形式 ,其 中 季 .G.1) 由 
yr [te 2631 
oh t 


0 ND 


所 代替 ， 为 此 见 Gergen, 同上 , 和 Pollard, JLMS, 2(1987), 255, 
条 性 (4.6. 站 含有 人 .6. 了 ), 当 扩 1go 全 《五 时 (4.0. 苞 一定 满足 ， 因此 显 
然 可 知 ，Lebesgue 的 判别 法 包含 着 Pini 的 判别 法 ， 
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尚 有 两 个 其 它 的 有 名 的 判别 法 , 就 是 : 
人 dela Vallée Poussin 判别 法 CVY; 假如 


Pe =/ bau er 0, m), 


由 级 数 收 笋 于 光 干 六 ; 

《i Young 判 刚 法 人 >: 假如 了 满 呈 了 fu 而 won 在 但, 给 上 的 变 莽 为 
6， 则 级 数 收 效 于 e. 

判别 法 CVD 包 售 着 Dini 判别 法 (D) 和 Joraan 判别 法 休 )， 但 是 全 在 
Lebesgue 判别 法 (ID 之 中 ; 工法 含有 于 但 不 省 有 D， 且 含 于 Pollard-Gergen. 
拓 广 的 荆 之 中 ; 六 的 猴 内 形式 其 中 以 代替 口 , 是 含 在 卫 之 中 的 。 这 个 形式 
与 Lsbesgue，MA， 打 (1905), 251( 志 图 6, 357) 所 给 出 的 是 等 价 的 ，am 
Beis- Reymond 左 1881 年 给 出 的 一 个 判别 法 (虽然 是 由 较 孝 的 积分 论 的 术语 
拖 述 的 ?也 可 看 作 实 质 上 与 从 等 价 ; 见 Brodén, 革 和 A, 52 【1399 177 (213). 
关于 这 些 判别 法 间 的 逻辑 美 系 岂 Hardy, Messonger of Math., 47 (1918), 
149: H2, 533; 72, 36. 7 

最 近 ardy 和 Littlewood 给 出 一 个 不 同类 型 的 判别 法 : 假如 


3 lel olee 34),} 
并 日 存在 荣 个 正 数 冯 使 和 一 0 外， P= 人, 串 级 数 收效 了 于. 见 Hardy 
和 Littlewood, JT MS, 7{1932), 252 及 Annali d. R. Beuola Norm, Sup. d- 
Pisa (2), 3 (T1934), 42; Fn Traing Wang ( 王 袜 春 }, PLMS, dr (1942}, 308 
和 JIMS, 17 (94 ,98: 7, 4, 
Marcinkiewicz, JIMS, 10 <1935}, 264 证 明了 : 候 如 对 于 一 个 正 测度 
的 点 集 鼠 中 的 一 切 9， 


了 | 78 十 鸭 —/ (0)ldu= 0 (log 9 


则 叶 C 有 PD 几乎 好 好 庄 如 中 收 剖 ， 

:有 .7 了 7， 定 理 的 和 包 人 省 关于 一 一 到 牧人 的 “Dini-Lipschitz 判别 法 ”. .1) 
中 的 2 不 能 改 为 0, 在 这 个 音义 下 这 个 条 件 是 “最 佳 可 能 的 ”; 见 2， so 173,. 
关于 点 判别 法 的 不 充分 性 见 上 述 Hardy 和 Littiewood 的 第 二 篇 文章 和 22， 
174 

8&kt.10， 本 节 中 的 大 部 分 结果 实质 上 旦 属于 W.H. Yonng, Miinehener 
Sitzmngaberiehte, 41 【1911)，361， 关于 共 赤 级 数 的 “Dini 类 出 法 ”是 由 
Pringsheim 较 早 给 出 的 。 
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易 由 定理 公推 得 级 数 于 na 收 襄 的 一 个 必要 充分 条 件 : 也?rlzn 收 笋 

及 成 立 着 
ou iog 3+ 忆 ou 一 二 | et #91 fas jz 

的 几 复 充分 条 件 是 最 后 一 个 积分 存在 (作为 一 个 Cauehy 积分 )。 它 由 Hardy 
和 Littewood, M2, 19 (1933), 67C94) 所 证 明 , 不 很 简单 ， 

8 4.11. 定理 作 : (4:11.1 的 证 明 见 Lebesgue,，Ann. de Toulouse (3), 
1 (1909y, 25 C146) ,而 人 .1 区 的 证 明 见 Luksics 了 fir Math., 150(1920)， 
107. | 

$4.12， 定 理 6 首先 由 iu Bois-Reymond 证 明 , 但 例子 是 态 于 Sch- 
Warz 的 ; 元 HH2, 545，Feber 和 Fejér 还 给 出 其 它 的 非常 精致 的 构造 ， 其 中 
Fejér 的 更 为 人 所 周知 : 见 112, 541; T 了 , 416;2, 第 八 章 , 从 中 还 可 以 找到 其 它 
的 参考 文献 .Behwars 的 重子 有 其 优点 ,因为 了 是 由 岁 形 表示 的 . 

类 似 的 物 造 提供 了 其 有 证 述 注 质 的 尝 续聘 数 的 例子 ，(4) 其 Fonrier 级 
数 在 一 个 可 询 的 独处 畦 冤 的 集 上 发 散 ，tP) 其 Fonrier 组 数 处 处 收 伍 ， 忆 在， 
杆 一 区 间 上 水 一 致 收 和 就， 一 个 连 线 两 数 ( 或 者 甚至 世 中 的 一 个 函数 ) 的 
Fourier 级 数 究竟 是 否 可 以 在 一 个 正 测度 集 上 上 发 歼 的 间 题 挟 今 设 有 解决 。 

8 4.13， 实质 上 属于 Lebesgne《( 同 轩 .11 所 述 }. 

.1 生 .。 Lebesgme 常数 曾 财 He 条, Hronwall, Hardy, Szegi 和 Watson 
详尽 地 研究 过 ， 参 考 日 ardy, JLM8, 17 (1942), 4, . 
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8 .5.3 我 们 只 击 要 Toeplitz 条 件 的 充分 性 ， 在 2, 40 中 有 证 明 。 完全 
的 证 明 风 Diencs, The Taylor eerics (Oxford 14198173 ,第 十 二 章 ， 

号 5.3，〔C 力求 和 法 是 (0, 态 求 和 法 中 最 简单 的 , (G, 态 求 和 法 对 于 整 
数 # 是 Cesaro 所 定义 的 ,而 对 于 一 切 大 于 一 1 的 是 由 Chipman 和 Knopp 
所 定 兴 的 有 美 这 种 求 和 法 的 一 般 的 说 明 可 和 参考 Borel, Legong sur les BEries 
divergentest 第 一 版 ，Paris, 1928), 第 性 章 ; Dienes, 同上 ,第 十 二 意 ; H2, 第 
一 章 ; 和 Knopp, Uitendliche Reihen (第 二 版 ，Berim, 1924; 英文 译本 ， 
Glasgow, 1928), 第 十 三 章 ， (GC, 闻 求 和 法 当主 0 时 为 正则 ; 当 到 > 天 时 ， 
《0, 她 求 和 法 世 售 (C, 下 求 和 法 ;对 于 任意 的 名 (9, 有 如 求 和 法 包含 (入) 求 和 法 ， 


六 六 个 问题 下 为 Oarleson 所 解 史 , 答 案 是 否定 的 ,请 参看 他 的 论文 ， LL，CurJe- 


s0n; On convergenoe and growth of partialsums of fourier series, Becta Math,, 116 


《1966) , 185~157, 一 一 译 者 注 
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$5.4~6， 要 列 出 详细 地 讨论 定理 70 至 72 的 文献 是 困难 的 ,我 们 的 处 
理 有 几 点 是 新 奇 的 ; 但 是 最 本 质 的 思想 是 属于 Tebesgne 的 ( 同 $4.1I 所 述 ). 
见 再 2， 稳 七 章 和 包 ， 第 三 章 的 文献 ， 
定理 70 (iv) 的 结果 对 于 (C, 1) 求 和 法 和 (全 ) 求 和 法 (以 下 一 芒 是 成 立 
的 。 对 了 中 的 函数 有 改进 的 定理 ， 例 如 当 <p<oo 时 ， 
Mbfos(9T<MNetFC9j， 
而 状 1<p<m%m 时 0,(0)f(9)CL?): 见 Z, 第 四 章 , 那里 还 考虑 了 更 一 般 的 本 
数 类 .站 ardy 和 Littlewood, AM 54(1930) 普 经 江 明 当 1<p<om 时 |osC0) |? 
被 27 中 的 一 个 函数 所 控制 ， 但 当 P 了 一 和 wp 一 时 这 是 不 成 立 的 ， 所 有 这 
一 切 , 对 一 般 的 (Q, 友 求 和 法 都 有 相 庶 鸭 结 果 ， 
§5.7。 定 理 73 的 结果 作 了 一 定 的 改变 以 后 对 于 《〈Q,. 驴 求 和 法 (> 0 

也 是 正确 的 ， 当 天 > 工时 (O, 总 求 和 法 象 (上 ) 求 和 法 一 样 也 满足 定理 71 的 条 
件 ,所 以 ,只 要 了 满足 ?。, 级 数 可 以 用 (0, 为 求 和 法 求 和 ， 恨 如 
由 | -wg euo0), 
我 们 就 说 区 (的 ->e(C， 7); 因此 他 人 -ef 1)” 表 示 了 满足 i， 有 着 一 系 济 
的 定理 讨论 这 种 广义 连续 性 和 不 同 阶 的 Cesiro 求 和 之 间 的 关系 ,例如 , kr 
时 ,连续 性 (CQ, 7) 含有 (0, 有 可 和 性 ,和 而 当 7 十 时 《OQ, 如 可 和 性 含有 连 
续 性 (0,+) ， 特 别 ; orier 级 数 对 于 某 个 为 (0, 局 可 和 的 必要 充分 条 件 是 
存在 基 个 rf 使 得 CD 成 立 ， 假 如 靠近 9, 7 是 有 界 的 或 者 是 正 的 , 那 末 一 切 正 
数 级 的 《C, 所 求 和 法 者 是 等 价 的 , 三 玉 是 对 于 可 和 性 的 必要 充分 条 件 ， 见 
Hardy 和 Littlswood, M2, 19 1903), 67 及 JLMS, 1(1926), 134, 及 2 第 
十 章 , 那 里 有 更 完整 的 报导 和 参考 文献 . 

$5.8， 有 关 闪 二 级 数 的 定理 的 实质 是 属于 W. H. Young, Miinchener. 
Siteangsbericnte, 41 £1911), 361, 惰 Plessner. Mitteilangen Math. Bem. 
Giopssen, 10 (1923), 1, 

我 们 激 有 讨论 关于 共 短 级 数 求 和 的 一 般 理 论 ， 这 并 准备 叙述 一 些 主要 ， 

结果 。 有 两 信 “ 共 回 核 "( 这 可 由 强 5.8 和 5.10 的 分 析 中 得 到 )， 它 们 是 ， 
_ cos 可 9 一 oos(a+ 间 jg 
= nD, (0) = Dos OO— 二 


2si 50 


Ar 加 CDOS (n+ 3)e 
到 的) 一 men 一 i : 
Wi 3 Sin 可 总 


“ 销 订 123 
而 对 应 于 洁 ,4, 辐 的 方程 是 
[Ena =Dann log nt y+00D = tyF00). 
对 应 于 信 占 . 巧 的 条 件 是 
2 fxm 2 f . 
3 IR un, 2 Kas, 


六 人 息 如 以 吉 (的 表示 (9) 的 第 为 个 变换 那 未 对 应 于 定理 70 的 主要 结论 
如 下 ; 
(a) 入 如 极限 出 (十 全 =lim{f (0+ 一 了 (9 一 全 } 一 生存 在 , 册 


(的 一 TAD rn fn = -0 一 ?mog 2m) 二 2 二 OCTE)， 


Cb} 假如 fg 在 如 的 上 连续 , 则 8 的 -0 在 如 , 人 上 一 致 地 成 立 。 

(0) 区 《的 -0 
类 位于 器 5.4~6, 在 “2 入 中 有 相应 的 结果 。 至 于 B, 看 84.8 最 后 的 注意 ， 
有 上 肘 为 方 使 计 用 其 它 的 和 宜 a， 

类 位于 定理 人 和 ?73, ,及 必须 换 凡 加 及 Za， 而 入 及 将 必须 江 
足 相 们 于 五 。 在 那些 定理 中 所 满足 的 条 件 ， 前 者 是 在 0, /py 上 积分 , 而 后 
者 是 在 (rfm, mw) 上 积分 . 

特别 在 这 些 条 件 下 和 (及 一 79) 几乎 处 处 成 立 ; 这 个 结果 自然 依赖 着 定 
理 89. 〈Q., 了 ) 求 和 法 和 《总 ) 六 和 法 分 别 都 满足 相当 于 定理 ?1 和 ?33 中 的 条 
件 . 

§ 5.9. Fogosinski, Schrifter d， 下 bnigsberger Gelehzten Ges.，1926， 
第 三 册 证 得 (5.7 .外 的 推广 公式 , 它 相 当 于 我 们 前 司 ,9. 和 4 

§5.11， 关 于 “Tauber 型 ?定理 着 H2，81; T, 413; 5 条， 假如 a 和。 
为 COfn 坊 ,或 装 是 实数 大 于 一 五 1, 那 本 对 于 Pourier 质数 包 | 共 狗 级 数 , 收 莹 
和 何 题 有 一 个 完全 的 解 : Fovrier 级 数 版 八 于 。 当 且 忆 当 了 满 耻 和， 布 共 簿 级 
数 收 租 于 子 当 上 且 仅 当 了 存在 ， 抑 条 arday 和 Littlewood, JLMS, 1 (1926), 19, 

85.12. Faton; 关于 进一步 的 发 展 和 参考 文献 见 2，256。 
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§6.9. Kolmopgorof, FM, 4 (1923), 334. 其 后 及 dmogorc#f 构造 了 一 
相处 处 发 艇 的 Fourier 级 数 , 见 CR, 183 (1926), 1327 和 175. 我们 用 了 


技 者 的 主 轨 思想 来 证 明 前 者 的 绪 
8 6.3. .Paley, JLMS, i 205; 2, 265; Noss, AM 61 (1933), 185 
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曾 将 结果 扩充 到 yun> 一 互 , rb。> 一 吾 的 情形 : 见 Haray 和 ogosinski, 同 
83.41 所 述 . 

中 有 .4 和， 及 olmogoroft, 了 FM 人 1924) 906， 有 具 有志 An 的 二 前 级 
数 对 Anot9) 称 为 零 条 数 特别 多 的 三 角 级 数 ; 定理 83 表明 , 这 样 一 个 级 数 是 
Fourier 级 数 的 话 一 定 几 乎 处 处 收 黎 ， 关 于 零 系 数 特别 多 的 三 角 级 数 的 其 它 
定理 见 2, 119, 139, 215, 251. 

86.5， 定 理 外 是 下 面 的 更 -~ 般 的 定理 的 特殊 情形 ， 殷 如 满足， 并 
且 对 于 某 个 r> 了 上 他 -er@u 一 0GD， 则 对 一 切 正 数 志 成 立 着 双 la。-o 
= ef。 LT Hardy 和 Littlewood, PLMS (2), 26 (1927), 273 和 FM, 25 
(1935), 463. Mareinkiewiez, JLMS, 14 (1939), 162 曾经 证 明 , 任何 Fourier 
级 数 是 几乎 处 灶 强 性 可 和 的 . 

证 明 的 其 它 线索 见 Fejér, Proe, Camb. Phil. oe,, 34 (1938), 503, 

6.6~7，。 Rogosinski 应 用 了 这 两 节 的 思想 得 到 很 多 结果 , 见 性 态 , 95 
(1925), 110; MZ, 25 (1926), 132 和 41(1936) , 45, 一 个 特殊 的 结果 是 : 假 
如 天 为 一 个 整数 而 了 满足 了 as 出 


ki 此 
Se (6+ 性 ) (0 Bt 
He 7 Ci t 


Haray 和 Rogosinski, JLMS, 18 (1943), 83 举 了 一 个 例子 ,说 明 有 函数 
旋 它 的 Gibbs 集 在 9 关于 二 {f(9+0) + 了 (9 一 0)} 不 是 对 称 的 . 

$6.8， 定 再 89 是 由 于 Priwaloft, 但 通常 和 用 复 函 数理 论 的 证 明 是 由 
子 Plessner; 见 2，145， 我 们 的 证 明 是 Marcinkiewicz 的 , 见 FM, 27(19363， 
38(55)， 还 有 不 依赖 于 三 角 级 数理 论 的 证 明 , 见 Besivoviteh, PM, 4(1933)， 
172 和 JLMS, 1 (1926), 120; 但 是 这 个 证 明 无 疑 的 更 为 闲 难 ， 

函数 了 不 一 定 属于 工 。 可 以 证 明 , 假如 了 E, 则 全 是 了 的 Fonrier 级 
数 , 但 是 证 归根 当 困难 . 末 , Riesz 曾经 证 明 , 假 如 f EIP(l<p<o0), 则 了 也 
属于 5; 又 Zygmund 证 明 , 当 了 (1+log+f) 6 工时 了 EL 所 有 这 些 见 名 第 
七 章 ， 重 要 的 推论 是 : 当 了 ETP(L<p<oo) 时 > 了 (LD) 和 训 > 了 CL7); 当 
f+log" 记 EL 时 ss 了 (D 和 加 > 了 (DD 以 及 当 fEL <p<w) 和 和 

.也 EL* 时 碱 立 着 (2.8.1)( 澳 有 绝对 收 伊 性 )， 

最 后 的 结果 当 了 和 了 二 者 均 阁 于 工时 成 立 、 Hardy 和 Littlewood 曾经 
证 明 ,在 这 个 情形 下 六 prK|oo| + as]) <， 一 个 等 价 的 结果 是 : 当 了 和 了 
二 者 均 属于 了 时 子 的 Fonrier 级 数 绝 对 收效 。 见 马 139， 157. 
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86.9.， 美 于 Fourier 级 数 ，Hardy, PLMS, 13 (1913), 365; 关于 其 邦 
级 数 ，W. 耳 . Yonung, PLMS, 13 CUM, 13. 及 olmogoro 人 三 ，Beliverstp 香 和 
了 Pilessner 曾经 证 明 , 当 了 EZ 时 收 教 因子 {gw+1)7 习 可 以 换 以 

togtn t D3, 

见 名， 255， 其 后 Littlewood 和 Paley, PLMS, 49(1937), 105 证 明 : 当 了 € 
和 了 工 < 所 3 时 积分 因子 可 换 这 {log (m1 43, 但 其 证 朋 非 常 困难 ， 

§6.10。， 玉 nttner，JLMS, 13 (1935y), 1 拒 ， 这 儿 的 证 明 户 被 简化 , 见 
Maroinkiewics 和 Zygmund, FM, 26 (1936), 1., 


第 YII 章 

8 了 7.1， 本 章 揭 定理 属于 : 92, Lebesgue; 93, 94, Rismann, 95, 96, de la 
Vallée Poussin; 97, Cantor; 98, du Bois-Reymond; 99, 100, de la Vallée 
Poussin. Cantor 和 du Bois-Reymond 自然 利用 积分 的 涛 的 定 习 ， 因 而 他 们 
的 例外 集 没 有 那么 一 般 ， 较 完整 的 参考 文献 可 在 H2, 第 八 章 和 2, 第 十 一 章 
中 找到 ，。 

§7.3。 (BRB) 求 和 法 有 时 款 为 (BB, 仿 求 和 法 ,对 于 =1, 2, 3,……, 《BR, 向 
求 和 法 是 由 

3) 
来 定义 的 ,这 个 求 和 法 当下 >2 时 是 正 刘 的 ,但 =1 时 却 让 是 .关于 (RB, 雁 
求 和 法 和 心 , 及 求 和 水 间 的 其 系 最 近 有 很 多 人 研究 ; 参考 文献 见 区 utiner, 
PLMS, 38 (1935), 273., 

由 定理 83 入.3. 仿 推 得 ， 了 (DD) 的 Fourier 级 数 在 #= 昌 处 收 教 于 台 的 
一 个 必要 条 件 为 ; 的 一 ect0, 3) 

§7.5，de la Vallée-Poussin 介 许 任意 “多 朴 的 2 储 如 就 是 说 ， 召 不 包 
含 完全 的 构成 部 分 . 一 般 化 在 此 地 是 不 必要 的 , 因为 三 角 级 数 的 收 敏 点 集 是 
“B) 可 测 的 ”而 一 个 (B) 可 测 的 又 是 稀 玖 的 集 一 定 是 可 列 的 ， 见 Z，291. 

关于 凸 函数 的 简单 性 质 在 Hardy, Littlewood 和 Plya, Inequalities 
第 三 章 有 完整 的 讨论 ， 

8 了 .7 关于 de 也 Yall&-Ponssin 的 优势 函数 和 省 势 函 数 风 de la Val- 
l6e-Poussin, Cours d"analyset 第 二 版 ,Paris, 1909), I, 269, 和 Inttgrales de 
Lebesgue, 83, 

#7.8。 Wolf 的 论文 登 筑 在 PLMS, 45 (1939), 328。 其 它 的 有 关 文 献 
可 在 2, 第 十 一 章 中 找到 . 
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